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 فصل اول

 اولة معادلات مرتب تعاریف اولیه و

  دیفرانسیل ةمعادلتعریف 

 ةبه صورت یک معادل شوند و های فیزیکی و فنی با علائم ریاضی بیان می پدیده خیلی از

 شوند. ریف میعدیفرانسیل ت

 :شوند دسته تقسیم می معادلات دیفرانسیل به دو

 ت دیفرانسیل با مشتقات جزئیمعادلا .2           معادلات دیفراسیل معمولی  .1

yاگر : دیفرانسیل معمولی ةمعادل. 1 = f(x) ةکه در باز I = [a, b]، دیفرانسیل  ةمعادل

 اگر شامل: .معمولی است

       𝑥مستقل  متغیر .1

y )وابسته(متغیر مجهول . 2 = f(x)            

 𝑓مشتقات  .3

باشد و  این نوع معادلات چند متغیره می تابع در: دیفرانسیل با مشتقات جزئی ةمعادل. 2

 شود. میبیان )نسبی(  صورت جزئیه قل بمشتقات آن نسبت به متغیرهای مست

 معادله ةمرتب 

 .معادله بالاترین مشتق موجود در
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 :1مثال   
3 4

y y y xy      

,مشتقات = y:مجهول -سوم ةمرتب -معمولی ةمعادل ,y y y  _ لمستق متغیر𝑥 

:  2مثال
2 2 2

2 2 2 0
u u u

x y z

  
  

  
 

,𝑥متغیرهای مستقل _𝑢 وابسته متغیر -دوم ةمرتب -مشتقات جزئی معادله با 𝑦, 𝑧 

یادآوری         
dy

y f x y f x
dx

       

 دلات دیفرانسیل معمولیامع از ییها نمونه

 2 2 2 0x y dx xydy   (2         cos
dy

x
dx

 (1    

cos
2

2
2 3 4

d y dy
x x y x

dx dx
  (4                y y (3                                                                                                                                                          

ةفرانسیل مرتبید ةتعریف معادل nام 

 

 یا

 
 

 کنیم. مقدماتی بازنویسی میهای  تکنیک استفاده از معادلات دیفرانسیل را با بعضی از ما

 بنویسید. را به صورت دیگر معادلات زیر مثال:

الف)      , , sin
22

4 0F x y y y xy xy      

 

sin

sin

4

4

y xy xy

y xy xy

  
 

   
 

)ب  , , ,22 4 6 0F x y y xy y x a x        ,4b  26c x   
3 3 34 16 24 4 4 6 2 4 6

2 2
x x x

y
x x x

        
     

 ةمعادل شود. خطی و غیرخطی تقسیم میة دست معمولی به دومعادلات دیفرانسیل 

گوییم اگر ضرایب ام خطی میnة دیفرانسیل مرتب 
, ,...,

n
y y y تابعی ازx .باشد 

    , , ,...,
1n n

y f x y y y


  , , , ,..., 0n
F x y y y y  
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               ..... a
1

1 2 1
n n

n na x y a x y x y a x y a x y g x



        

یعنی هر ia x تابعی ازx ةدیفرانسیل مرتب ةباشد آن معادل n.ام خطی است 

 

 

 

 

 

 

 
 

 معادلات خطی هستند:                                                                                 (الف)قسمت 

)الف   

 sin tan

2

xy y e

y xy x y x

y x y x

  

   

   

         

 دیفرانسیل غیرخطی ةمعادل  

 اشد،ام خطی نبnة مرتبدیفرانسیل  ةمعادل اگر ،دیفرانسیلی غیرخطی است ةمعادل

 غیرخطی هستند. (ب)دلات قسمت امع

 )ب   

sin cos log

cos

sin

5 42 0

0

ye y x

y y x x y y

yy x

  


     


  

  

 

 

 

 

 

کنیم و در این کتاب کاری  ما در این کتاب بیشتر با معادلات دیفرانسیل خطی کار می

 پردازیم. به معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی نداریم و فقط به معادلات معمولی می

 تذکر

 اگر ia xة مرتبدیفرانسیل  ةها اعددی ثابت باشند به آن معادلn ضرایب ثابتبا ام 

 گوییم. می
 

 نکته
 و مشتقات آن:y فرانسیلی خطی است اگرید ةمعادل

 در خود ضرب نشوند -2      ومتغیر تابعی نباشند         -1
 

 نکته
 از یک بود مشتقات آن بیشتر ةدیفرانسیلی توان یک متغیر وابست ةمعادل اگر در

  غیرخطی است. حتماً

به عنوان مثال  
3

0y y    ,2 2x y xy y   .غیرخطی هستند 
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 درجه 

 )اول بالاترین مرتبه( گویند توان مشتق با بالاترین مرتبه را می
 معادلات دیفرانسیل برحسب مرتبه است و خیلی با درجه کاری نداریم()حل 

 

 
 

                            مثال:     

                                  1ة درج -3ة مرتب -خطی sin tany x y x   الف(      

     4ة درج -3ةرتبم -غیرخطی   tan
4

2xy xy x y e y y        ب( 

 دیفرانسیل ةجواب معادل  

تابع  y g x ةمرتب دیفرانسیل از ةجواب یک معادلا ر n نامیم هرگاه می: 

 دیفرانسیل نیز صدق کند. ةمعادل در .2   ام باشد. nةدارای مشتق مرتب .1

 ةجواب معادل :مثال   
3 2 23 8 0y y y x      2y x باشد. می 

آیا  مثال: , 2 2 25 0f x y x y    دیفرانسیل زیر است؟ ةاز معادل یک جواب ضمنی 

 , , 0F x y y yy x     

 کنیم:  مرتب می حل:
2 2 225 0 25x y y x        

 :کنیم انتخاب می حالت را دو یکی از
جایگذاری
→   2

2
25

25

x
y x y

x


   


 2

2
25 0

25

x
x x

x


   


     

 باشد چون در معادله صدق کرد. پس یک جواب ضمنی می

  شوند: به سه دسته تقسیم می دیفرانسیل معمولی ةهای یک معادل جواب

 . جواب غیرعادی3                  اب خصوصی   .جو2                    اب عمومی  .جو1

بحث ما جواب عمومی و خصوصی است( ةاین درس عمد )در 

)ثابت اختیاری( معادله، در آن پارامتر  ةجوابی از معادله که به تعداد مرتب :جواب عمومی. 1

 وجود داشته باشد.

 دهیم: صورت زیر نمایش میه بپارامتری(  n ة)یک خانوادام n ةمرتب ةمعادلجواب عمومی 

 , , , ,...,c1 2 0nx y c c   

 نکته
 است.)همه مشتقات توانشان یک( یک است  ةخطی از درج ةهر معادل
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 آید. جواب عمومی بدست می با مقداردهی به پارامترها در :جواب خصوصی. 2

حدس و  ی با)گهگاه آید معادله که از جواب عمومی بدست نمی جوابی از :جواب غیرعادی. 3

جواب غیرعادی  آید، میله که بدون الگوریتم حل مسئله بدست شرایط مسئ بعضی اوقات با

 گوییم( می

 

 

 

 

 

2فرانسیل ید ةبرای معادل :1مثال 0y y   2جواب عمومیxy ce پارامتری( 1 ة)خانواد 

1cبه ازای  باشد و مثلاً می   2جواب خصوصیxy e  باشد. می 

2yدیفرانسیل غیرخطی ةبرای معادل :2مثال y  جواب عمومی 
2

y x c  

0yجواب غیرعادی    با مقدار دهی به(c ازجواب عمومی بدست نمی‌)آید 

3:1مثال 2
xy e c x c   ةیک جواب عمومی برای معادلپارامتری(  2 ة)خانواد xy e  

 است.

 منحنی پوش 

ضمنی  ةمعادل :منحنی ةدست ,F x y c (c )های  منحنی ةپوش دست ثابت اختیاری

 , , 0x y c ، مماس هرکدام فقط در یک نقطه(  )و برها  تمام منحنی منحنی است که بر

 شود. می

 یک دسته منحنی( وردن پوشآروش بدست( 

های  دسته منحنی , , 0x y c  

 

 
 

 های منحنی ةپوش دست مثال: 
2 2 1x c y  . 

 نکته

ثابت اختیاری  nباشد،آنگاه جواب معادله شامل n ةمرتب اگر معادله دیفرانسیل از .1

 است.

 آید. از جواب عمومی، بی نهایت جواب خصوصی بدست می .2

 دیفرانسیل خطی جواب غیر عادی ندارد. ةمعادل .3

 

 نکته

 بیان نمود. cتوان مختصات پوش را نسبت به  ممکن نباشد، می cاگر حذف 
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یک دایره به صورت  ةمعادل :1از ریاضی  یادآوری   
2 2 2x y r      که𝛂و𝛃 

 شعاع دایره هستند( r مختصات مرکز و

   

 

)

)

2 2

2 2

1 1 2 0 0

2 1 1

x c y x c x c x c

c c y y

            


     

 

 معادله جایگذاری در منحنی پوش/ ةمعادل

       1y  
 

 

 
 

     1y   

(x c)2 2 1y    

 های منحنی ةپوش دست مثال:
1xy ce
c

  

 (1 2
2

1
0

x

xe c e
c



      

2معادله ) درجایگزین  2 2 2 2

2

1
2

x x x x

x

x
y e e e e e

e





       

منحنی پوش ةمعادل 22
x

y e   

استفاده از جواب عمومی دیفرانسیل با ةتشکیل معادل 

 x جواب عمومی نسبت به متغیر گیری متوالی از به تعداد پارامترها، مشتق. 1

 تشکیل دستگاه شامل جواب عمومی و این مشتقات . 2

 حذف پارامترها در این دستگاه . 3

sinدیفرانسیل که جواب آن ةبرای تشکیل معادل مثال: cos1 2y c x c x  :است داریم 

sin cos

cos sin

sin cos

1 2

1 2

1 2

y c x c x

y c x c x

y c x c x

 

  

    

 0y y y y       
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 اول ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل  

 است: اول به صورت زیر ةدیفرانسیل مرتب ةشکل کلی یک معادل

 , , 0F x y y   

 :شود زیر نمایش داده شده هم ارائه می های دیگری که در البته به صورت

 ,y f x y     یا       ,x f y y یا           , yy f x   

 :عبارتند از اول ةمعادلات دیفرانسیل مرتب

 معادلات خطی مرتبه اول .5                     )جداشدنی( پذیر معادلات تفکیک .1

                                         معادله برنولی   .6                                       معادلات همگن    .2

 معادله ریکاتی                           .7                                           معادلات کامل .3

 معادله کلرو     .8               ساز‌عامل انتگرال معادلات غیرکامل با. 4

جداشدنی  معادله دیفرانسیل مرتبه اول را :اول جداشدنی ةمعادله دیفرانسیل مرتب. 1

 گویند به شرط آنکه:

صورته اول را بتوان ب ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل (1    0f x dx g y dy  .نوشت 

2)  g y تابعی تنها ازy  .باشد  

3) f x تابعی تنها ازx.باشد 

سپس از طرفین  (2 ،جدا کرده را yو x( ابتدا متغیرهای1 :جداشدنی ةحل معادل

 از: جداشدنی عبارتند ةجواب عمومی معادل کنیم. به عبارت دیگر، گیری می انتگرال

   f x dx g y dy c       

 :جداشدنی نیست؟ ،کدام معادلهتست 

 
1

2 21xy e y   (2                           
 
 

2

2

1

1

y
y

x


 


 (1 

   cos sin2 2 1x y y y x   (4                    2 3 22 4xy y y x   (3 

 دهیم: ها را مورد بررسی قرار می تک تک گزینه

1 ةبررسی گزین:   tan tan
2

1 1
2 2 2

1
1 1 1

dy y dy dx
y x c

dx x y x

 
     

  
  

یادآوری:    tan tan1 1
2 2

1 1
1 1

x dx x c
x x

     
 

    پس جدا شدنی است
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2 ةبررسی گزین:     sin
1

2 12
2

1
1

x x xdy dy
e y e dx y e c

dx y

      


 پس جدا شدنی است

یادآوری :  sin sin1 1

2 2

1 1

1 1
x dx x c

x x

    
 

  

4 ةبررسی گزین:   
 

sin
cos sin

cos

2 2
2 21

1
dy dy x

x y y x dx
dx y y x

   


 پس جداشدنی است

 محاسبه کنید( های بالا را انتگرال ،)به عنوان تمرین 

 است. 3 ةای که جداناپذیر است گزین پس تنها گزینه

 )چون مقدار اولیه دارد پس جواب خصوصی هم دارد(            .را حل کنید زیر ةبا مقدار اولی لهأمس مثال:

 2 1 0x y dx ydy         ,     0 2y    

x,ابتدا  حل: y کنیم. را از هم جدا می 

2
1

y
dy xdx

y


 
گیری انتگرال از طرفین  
→            2

1
y

dy xdx
y

 


 

کنیم می      به انتگرال اول در صورت یک 1+و  1− اضافه  
→                             1

1 2
1

dy xdx
y

 
  

 
   

 جواب عمومی 21y Ln y x c     

2 1x y Ln y c    
 0 2y 

→       0 2 2 1 2Ln c c         

جواب خصوصی  2 1 2x y Ln y       

1yتوجه داشته باشید  مادی معادله است. جواب غیر 

 معادلات قابل تبدیل به جداشدنی 

 همگن ةمعادل. 2  خطی          ةمعادل. 1

 عبارتند از: جداشدنی ةخطی به یک معادل ةمراحل تبدیل یک معادل

 یر: تغییر متغ (1 u ax by c y f u     

u گیری: مشتق (2 a
u a by y

b

 
     

 جایگذاری:  (3     
u a du

f u bf u u a bf u a
b dx

 
       

 تفکیک متغیرها:  (4
 
du

dx
bf u a




 



 9  اول  / ةو معادلات مرتب اولیه فصل اول: تعاریف  

 

 

فرانسیل دی ةمعادل مثال:   1y Ln x y Ln x y     .را حل کنید 

 کنیم: را اعمال می زیر تغییر متغیرابتدا 

1 1u x y u y y u            

 
1

1 1u Lnu Lnu u Lnudu dx
Lnu

           

   x c Lnudu uLnu u x y Ln x y x y x c            
   x y ln x y y c      

 اول همگن ةمعادلات دیفرانسیل مرتب  

ل به معادلات جداشدنی هستند، معادلات یفرانسیل که قابل تبدیت دنوع دوم معادلا

 اول همگن هستند. ةدیفرانسیل مرتب

 تعریف تابع همگن 

تابع  ,f x y ةهمگن از درج n اگر: ما 
 𝑛ثابت
→   n IR       , ,nf tx ty t f x y   0t  

 کنید.در صورت همگن بودن تعیین  ز توابع زیر راایک  هرةدرج مثال:

 )الف , 2 2 2 x
f x y x y y ln

y
     

 حل:

       ,
2 2 2 2 2 2 2 2 2tx x

f tx ty tx ty ty Ln t x t y t y Ln
ty y

       

2 2 2 2 x
t x y y ln

y

 
   

 
 ,2t f x y  

پس  ,f x y دو است.        ةابع همگن از درجیک ت                                          

)ب  , sin
x

f x y y
y

  

                                             حل:   , sin ,
1 1
2 2x

f tx ty t y t f x y
y

   

پس ,f x y ةدرج یک تابع همگن از 
1
2

 است. 
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 دیفرانسیل همگن ةتعریف معادل 

:     فرانسیلید ةشرط همگن بودن معادل   , , 0M x y dx N x y dy   

توابع  (1 ,M x y  و ,N x y .همگن باشند 

همگن توابع  ةدرج (2 ,M x y  و ,N x y .یکسان باشد 
 گوییم(‌دیفرانسیل همگن می ة)اگر دو شرط بالا برقرار باشد به آن معادل

 

 

 

 

 جداشدنی ةهمگن به معادل ةروش تبدیل معادل 

yر استفاده از تغییر متغی با
u

x
 یاy ux گیری از این تغییر متغیر و  و سپس مشتق

تبدیل )جداشدنی(  پذیر تفکیک ةمعادله به معادل دیفرانسیل، ةنهایت جایگذاری در معادل در

 به مثال زیر توجه کنید: خواهد شد.

 ةمعادل :1مثال
3 3

2

2x y
y

xy


  .را حل کنید 

 

 

33

2

2x ux
y ux y u x u u x u

x xu


          

 3 33 3 3

3 2 3 2

22 x ux u x
u x u

x u x u


     

3

2 2

2 u
u x u

u u
     2

2
u x u u

u
     

2 2
2 2

2 2 1 2
2

du dx dx
u x u du u du

u dx u x x x

 
        

 
   

3

2
3
u

Lnx Lnc 
3

2

3
u

Lncx   

( )3

2 3 3 23
3

y

x Lncx y x Lncx     

 نکته

اگر تابع. 1 ,f x yدیفرانسیل ةمعادل صفر باشد، ةهمگن از درج ,y f x y   نیز همگن

xمعادله به شکل  هر. 2 است.
y f

y

 
   

 

 همگن است. 
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 ةمعادل :2مثال   4 0x y dx x y dy    حل کنید. را 

  ( )1

4

x ydy y dy du
u y xu u x

dx x y x dx dx

 
        


 

 با جایگذاری در (1)
→         

 

 
1

4 1 4

x uxdu u
u x

dx x ux u

  
  

 
       

  جدا  کردن متغیرها 
→           

21 1 4
1 4 1 4

du u u u u
x u

dx u u

   
  

 
   

 اگر مخرج مساوی صفر باشد
→            

1
2

u    
2

2

4 1 1 4
1 4 4 1
u u dx

du
u u x

 
  

 
 

)یعنی  اینکه مخرج مخالف صفر باشدپس با فرض 
1
2

u   )از طرفین انتگرال  ،باشد

 کسر و اتحاد مزدوج( ةاستفاده از تجزی )با گیریم می
1 3
2 2

1 2 1 2
dx

du
x u u

 
 

  
  

 

 

گیری انتگرال از طرفین
→         

1 3
1 2 1 2

4 4
Ln x Ln u Ln u c         

                                                               4 عدد ضرب طرفین در با

 4 3
4 1 2 3 1 2 4 1 2 1 2 4Ln x Ln u Ln u c Ln x u u c             
4 3 41 2 1 2 0cx u u e      , 4 0ck e   

𝑢=
𝑦

𝑥
→  

3
4 2
1 1 2 0

y y
x k

x x
        


3

32 2
1 1

y y
x x k

x x
                                

3
2 2 0x y x y k          جواب معادله اگر مخرج مخالف صفر باشد 

2 1 1 1
1 4 0

2 2 2
y

u u y x
x

            

 دو جواب معادله هستند اگر مخرج صفر باشد   
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 معادلات دیفرانسیل قابل تبدیل به همگن  

′𝑦 در معادلات دیفرانسیلی بصورت = 𝑓 (
𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎′𝑥+𝑏′𝑦+𝑐′
0cاگر : ( c  ،طبق  باشد

0دستگاهغیر این صورت  اما در ،مطالب قبل معادله همگن است

0

ax by c

a x b y c

  

    

تشکیل  

 :داشته باشد حالت جواب دوتواند  سپس این دستگاه می: دهیم می

بفرد اگر دارای جواب منحصر .1 ,0 0x y 0استفاده از تغییر متغیر  باشد با

0

X x x

Y y y

 


 

معادله را  

 کنیم. همگن تبدیل می ةبه معادل

uبا تغییر متغیر منطبق یا موازی باشند(  )یااگر دستگاه جواب نداشته باشد  .2 ax by  

 کنیم. جداشدنی تبدیل می ةبه معادلمعادله را 

 

 

 

 

 

دیفرانسیل  ةمعادل مثال:
3 5

1
x y

y
x y

 
 

 
 حل کنید. را 

3 5 0

1 0

x y

x y

  


  
      , ,0 0 2 1x y   

0

0

2 2

1 1

X x x x x X dx dX

Y y y y y Y dy dY

        


        
 

   

   

2 3 1 5 3
2 1 1

X Ydy dY X Y

dx dX X Y X Y

    
  

    
 

Y :متغیر تغییر با UX     Y U X U    
 

 

21 33 1 3 1 3
1 1 1

X UX UX U dU U U U
U X U U X U X

X UX X U U dX U

    
       

   
 

   
 

 
2

2

1
1 2 1

1

U dU dX
X U dU U U dX

XU


      


 

 نکته

)یعنی بودن و ترمینان ضرایب  منحصر به فردبودن جواب دستگاه: مخالف صفر( شرط 1

0ab a b    یاab a b  ) 

0ab( شرط موازی یا منطبق بودن معادلات دستگاه 2 a b    یاab a b  .باشد 
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 

     

( )
2 2 2

1 1 2 1
2

11 1 1

U dU dX CU dX dU dX
dU dU

X X U XU U U

  
      

  
    

    
( )

2 2 2
1 1

1 1 1
1

Ln U LnX Lnc Ln cX U
YU U

X

 
          

 




 

 
2

1 1 2
1

1
2

Y
LncX Lnc y x

yX

x

 
           

 

 

 .کنیم، یعنی زمانی که دستگاه جواب نداشته باشد انتخاب می مثال بعد حالت دوم را

دیفرانسیل   ةمعادل مثال:
3 3

2 6 1
x y

y
x y

 
 

 
 حل کنید.    را 

  0ab ba       
3 3 0

2 6 1 0

x y

x y

  


  
               دستگاه جواب ندارد 

 ⟹ تغییر متغیر
1

3 1 3
3
u

u x y u y y


          

1 3 3 9 3 9 8
1 1

3 2 1 2 1 2 1 2 1
u u u u du u

u u
u u u dx u

    
          

   

8 2 1 2 1
2 1 8 8

du u u u
du dx du dx

dx u u u

  
        

     

طرف اول  این مثال در صورت است در کردن مخرج در ظاهرگیری  های انتگرال )یکی از تکنیک

2اگر صورت 16u به صورت انتگرال اول اضافه  -15 + و15مخرج ساده کرد پس  توان با باشد می

 کنیم( می

 
15

2 2 15 8
8

du dx u Ln u x c
u

 
         

 
   

   2 3 15 3 8x y Ln x y x c         

  کاملدیفرانسیل معادلات 

تابعدیفرانسیل کامل  ,f x y :برابراست با 
f f

df dx dy
x y

 
 
 
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دیفرانسیل کامل مثال: , 3 2 22f x y x x y y   :برابراست 

   2 23 4 2 2df x xy dx x y dy     

 ةمعادل   , , 0M x y dx N x y dy  بتوان تابعی مانند کامل است اگر 𝑓(𝑥 , 𝑦)  یافت به

 طوری که:  

 

 

,

,

f
M x y

x

f
N x y

y







 


 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ةجواب عمومی معادل مثال:
2

y

y

dy e

dx xe y





 پیدا کنید. را 

 آوریم: می صورت رو به رو دره ایتدا معادله را ب حل:

 2 0y ye dx xe y dy    

 نکته

 بعضی از معادلات کامل نیز معادلات جداشدنی هستند.

 

 قضیه

دیفرانسیل ةمعادل   , , 0M x y dx N x y dy   :کامل است اگر و تنها اگرM N

y x

 


 

 

 

 قضیه
 روش حل جهت یافتن جواب:

Mدیفرانسیل  ةتشخیص کامل بودن معادل. 1 N

y x

  
 

  

 

 های زیر:    بدست آوردن انتگرال .2
)الف      , ,f x y M x y dx   

)ب      , ,f x y N x y dy 
 

سپس . 3 ,f x y و غیرمشترک انتگرال الف و ب )یکبار(  جملات مشترک ای از را مجموعه
صورت ه کامل ب ةمعادلگیریم. جواب  نظر می در ,f x y c که در( نآ c )ثابت است 
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 
   

 
   

,
,

,
,

2
2

y

y y

y

y y

eM x y
M x y e e

y y

xe yN x y
N x y xe y e

x x

 
    

 


  
    

 

 

Mچون  N

y x

 


 

 پس معادله کامل است. 

 وجود دارد به شکلی که،F پس تابعی مانند

(2  
 ,

, 2y
F x y

N x y xe y
y


  


 

(1  
 ,

, y
F x y

M x y e
x


 


 

  2
12y yF xe y dy xe y c            (2) گیری از انتگرال با 

2
y yF e dx xe c                                    (1) گیری از انتگرال با    

 1 2k c c     , 2yF x y xe y k   :   جواب                             

                                                 رک مشتغیر                                              عامل                                        

 عامل مشترک       
اما برای  ،است yنسبت به  N از و xنسبت به  M گیری از )توجه داشته باشید برای انتگرال

 گیریم( مشتق می xنسبت  N و از yنسبت  Mگیری از  مشتق

2 ةمعادل مثال:
2

xy

xy

ye
y

y xe


 


 را حل کنید. 

   
2

2 2 0
2

xy
xy xy

xy

dy ye
y xe dy ye dx

dx y xe


     


 

 

 معادله کامل است.     

 2 xy xy xyN
N y xe e xye

x


     


 

   

   

,

,

2
1

2

2

2 2

xy xy

xy xy

F x y Ndy y xe dy y e c

F x y Mdx ye dx x e c

     

       

 

 
 

   , 2 2xyF x y y e x k                   1 2k c c          

         

   2 xy xy xyM
M ye e xye

y


      





 /  معادلات دیفرانسیل  16

 

 ساز انتگرال)فاکتور(  عامل 

 گوییم: ساز می ساز یا فاکتور انتگرال عامل انتگرال ,x y 

ة اگر معادل   , , y 0M x y d x N x d y  .غیرکامل باشد M N

y x

  
 

  

ةمعادل ولی 

   , , 0M x y dx N x y dy   کامل   M N

y x

   
 

  

        

  حالات مختلف برای ,x y ساز( )عامل انتگرال  

در معادله غیرکامل    , , y 0M x y dx N x dy : 

حالت اول: اگر  y xM N
f x

N


 تابعی از(x) تابعی ازx و  

 f x dx

x e   

حالت دوم: اگر  y xM N
g y

M





و yتابعی از(y)تابعی از  

 g y dy

y e   

حالت سوم: اگر  y xM N
h z

yN xM





از  تابعیz xy و  

 
, e  

h z dz

x y       

 yو xهایی برحسب چند جملهN و M دیفراسیل ناکامل، ةحالت چهارم: اگر در معادل

xباشند:   y         
 های پرکاربرد آورده شده است( های دیگری هم وجود دارد، این قسمت فقط حالت )حالت

روش حل معادلات غیرکامل 

 نکات فوق استفاده از غیرکامل با ةمعادل ساز در یافتن عامل انتگرال. 1

  غیرکامل ةمعادل ساز در ضرب عامل انتگرال. 2

 کامل شده ةحل معادل. 3

دیفرانسیل  ةساز برای معادل یک عامل انتگرال مثال: sin cos 0xe y dx ydy   پیدا 

     حل کنید. کرده و آن را

نتیجه در x درطرفین معادله ضرب  
cos

cos
1 xMy Nx y

x e
N y

  
        

 sin cos cos1 0x x xe y dx e ydy My Nx e y           

  معادله کامل است.

        های گفته شده داریم:     با روشحال 

cosxN e y             sin1 xM e y    

     , cos sin , sin1 1x x xF x y e ydy e y c F x y e y dx           
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= 𝑥 + 𝑒−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑐2 
 1 2k c c   

 , sinxF x y x e y k    

𝑥𝑦𝑑𝑥 آن پیدا کرده، سازی برای معادله زیر عامل انتگرال مثال: + (1 + 𝑥2)𝑑𝑦 = 0 

 حل کنید. را

M xy 21N     و       x   

 )به عنوان تمرین بررسی کنید( معادله کامل نیست

 

 

  

   معادله کامل است.    

این نوع معادلات به این مرحله رسیدید و مشخص شد معادله همچنان  اگر در)توجه داشته باشید 

 اید( اشتباه کرده فرایند محاسبه در حتماً کامل نیست،

 2 21 0xy dx x dy     

                                                                              که: وجود دارد بطوری Fمانند تابعی

   

( )

( )

2 2
2 2

1

2 2 2
2 2

2

1
2

1 2
2 2

x y
M xy Mdx xy dx F c

y y x
N x y Ndy y yx dy F c


     


         


 

 

 

از (1) و (2)
→      ,

2 2 2

2 2
x y y

F x y k    

 پیدا کنید. فرانسیل زیرید ةساز برای معادل عامل انتگرال مثال:

   3 2 3 2 0y xy y dx x x y x dy       

 
   2 2

3 2 2 3 2 2

3 2 1 3 2 1
y x

y xy x yxM N
h z

yN xM x y x y xy y x x y xy

    
 

     
 

 
 

 
 

   
 

2 2 32 2
33

33 3 2 2

33 3 3 1d xy
Ln xyxy

x yy x
xy e e xy

x y y x xyxy x y xy





   
       

 
 

 2 21 0xy dx y x dy  

   
1

2 1 dy
y x Lnyy

M N x x
g y y e e y

M xy y


  
      

 

 با ضرب طرفین در𝑦 داریم 
→             
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 کنید.  مقابل پیدا ةبرای معادل ساز را عامل انتگرال مثال:

 2 2 33 2 0x xy y xy y     

(Mdx Ndy کنیم‌می (بصورت ابتدا  مرتب 

→                            3 2 23 2 0xy y dx x xy dy      

 نیست پس از حالت چهارم:( 3و2و1های  )چون هیچ یک از حالت

   1 1 3 2 1 23 2 0x y x y dx x y x y dy                   
 x y  
→          

       1 2 1 23 1 2 3 2 1y xM N x y x y y x y x                       

عبارت طرف، برای اینکه دو دو قسمت اول هر بالا توجه داشته باشید در ة)در معادل

   1 13 1 2x y y x        ها برابر باشند( های آن برابر باشند باید ضریب 

 

  ها  ضریب                         

                                                                                               سپس:                                          

 
, 2

3 1 2 3 5
1 2

2 52 6 1

x

y

   
  

  

      
       

    

  

گیری قابل حل  از مشتقده انوع دیگری از معادلات دیفرانسیل هستند که با استف

 کنیم: ارائه می یادآوری ریاضی عمومی به عنوان ابتدا چند نکته از.هستند

              (
2

x ydx xdy
d

y y

  
 

 

                 یا                  
2

y xdy ydx
d

x x

 
 

 
(1

  
xdy ydx

d Ln xy
xy


(3                  d xy ydx xdy (2 

tan 1
2 2

y xdy ydx
d

x x y

   
  

  

(4 

 ت کنید.ااثب را 4قسمت 

دیفرانسیل  ةمعادل مثال:   2 2 0x x y dy xy y dx    .را حل کنید 

 2 2x ydy xy dx ydx xdy xy xdy ydx ydx xdy         

  :حل

معادله در 
2

1
y

ydxکجا به عبارت این به بعد هر )از کنیم ضرب می  xdy رسیدیم، برای

    استفاده از دیفرانسیل، این روند را اجرا کنید( 
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   2

x ydx xdy x x
xdy ydx d x y d

y y y y

 
      

 
 

 
y

x
x

→    
y x x

d xy d xy Ln c
x y y

 
    

 
      

معادله  ساز‌عامل انتگرال پس
2

1 1 y

xy y x
   .یکبار معادله را دراست(

2

1
y

کنیم و  ضرب می

yیکبار در

x
) 

ها تبدیل  جواب عبارت شود در میهای کمکی،که باعث  توجه داشته باشید حاصلضرب تمام عبارت

 گوییم. می ساز حامل انتگرال های دیفرانسیل شوند را فرمولبه 

دیفرانسیل ةمعادل مثال:  2 24 9 4 9xdy ydx x y xdx ydy    کنید. را حل 

  حل:

2 2 4 9
4 9
xdy ydx

xdx ydy
x y


 


 

 ت و مخرج راصور طرف چپ، ولی در طرف راست به صورت دیفرانسیل کامل است،

 کنیم: می 2xتقسیم بر

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 2 2

2 2

2 2

9 9
2 2

2 2
4 9 4 9

xdy ydx y
d

x xd x d y d x d y
y y

x x



     

 

 

 
                                                                              

 
 

3در  صورت و مخرج طرف چپ را
2

 کنیم:   ضرب می

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

3 3
9 92 22 2

3 32 26 1 6 1
2 2

y y
d d

x xd x d y d x d y
y y

x x

    
   
    

   

 

     tan 1 2 21 3 9
2

6 2 2
y

d d x d y
x

  
    

  

 

 

   2 2
2

9
2

23
4 1

2

y
d

x
d x d y

y

x

 
 
   

  
     
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 آید: گیری جواب عمومی بدست می سپس با انتگرال

tan 1 2 21 3 9
2

6 2 2
y

x y c
x

  
   

 

 

 اول ةمعادلات خطی مرتب   

 صورت زیر است:ه اول ب ةل خطی مرتبیدیفرانس ةفرمول کلی یک معادل

     1 0a x y a x y f x    

 مراحل حل:

)یعنی برطرفین معادله فوقyتقسیم ضریب. 1 1a x) 

 استاندارد(  ة)معادل   y p x y q x   

 معادله استاندارد ساز عامل انتگرال .2 
 

,
p x dx

x y e     

ضرب با. 3 ,x y گیری داریم: ‌طرفین معادله استاندارد و انتگرال در 

اول  ةخطی مرتب ةجواب معادل
 

 
 p xdx p x dx

y e q x e dx c
    

                                           

 سوم. ةفرمول مرحل گیری در انتگرال جایگذاری و. 4

                        را بنویسید. اول زیر ةدیفرانسیل خطی مرتب ةجواب عمومی معادل مثال:

 0x   
sin

3
dy x

x y
dx x

         

sin
2

3 x
y y

x x
           ,        

3
p x

x
                 

sin
2

x
q x

x
  

sin sin
3 3

3 3
2 2

dx dx
x x

x x
y e e dx c y x x dx c

x x




    
         

  
 

sin3y x x xdx c    
   

 cos sin cos sin3 2 3 3y x x x x c y x x x x cx             

sinxحل انتگرال xdxکه در ریاضی عمومی )جدول(  روش جزء به جزء با

 ایم: فراگرفته

 اول ةمعادلات قابل تبدیل به معادلات خطی مرتب 

1 بعضی از معادلات با جایگذاری
y

x
 


 ةخطی مرتب ةمعادلمعادله، قابل تبدیل به  در 

 اول هستند.
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دیفرانسیل  ةجواب معادل مثال: sin2 21 1y y xy y y    .را بیابید 

1دادن  خطی نیست با قرارyمعادله برحسب
x

 داریم: yبه جای 

 sin sin
2

2 2
2 2

11
1 1

1 1
yxy

y xy y y x y
x y y


      

  
 

sin sin2 22 2

1 1
1 11 1

xy y
x y x x y

y yy y
      

  
 

x  معادله خطی برحسب 
2

2
1

1 21 2 1
y

dy Ln y
yy e e y




      

 sin
2

1

1
x ydy c

y
 


   

sin 2

2 2

1
1

1 1

y
x y dy c

y y

 
   
   
  

 برنولی ةمعادل 

01n,به ازای  ،nةبرنولی مرتب ةمعادل باشد:  می زیرصورت ه ب 

    ny p x y q x y    

1تغییر توان با می nz y  اول تبدیل  ةخطی مرتب ةمعادلبرنولی را به  ةتوان معادل می

  کرد.

1با تغییر متغیر nz y  :داریم 

   
1

z
p x z q x

n


 


 

  .به خاطر بسپارید فرمول برنولیفرمول بالا را به عنوان 

 به مثال زیر توجه کنید.

دیفرانسیل  ةجواب معادل مثال: 2 32 2 1xy x y y  .را بیابید 

   2 3 2 3

2 3 3 2

1 1
2 2 1 2 2

2 2 2 2

y xy x y xy x y x
x x

x xy x y x yx y x

       
 

      

 

1برنولی است،پس با تغییر متغیر  xمعادله برحسب 2x z  :داریم 
1 2 3 32 2 2 2x z x x z z yz y z yz y                 
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 
  2232 2

p y dy ydy yz yz y y e e e           

 
       

2

2

31 1
2y

y
z y q y dy c e y dy c

y e



       

  
2 2 22y ye e y y dy c    

    
2 2 2 2 2 2 22 2 22 1y y y y y y ye y e e y dy c e y e e c y ce               

2

2

1 2

2

1
1

1
y

y
x y ce x

y ce

 


     

 
 

0y ةجواب عمومی معادل مثال:     ,   3

x
y xy

y
  را بدست آورید. 

3nبرنولی است با  ةمعادل  :    
3xy

→  3 4y y xy x    4z y     )تغییر متغیر(

 3 1
4 4 4

4
dz dz dz

y y xz x xz x
dx dx dx

          

ساز  عامل انتگرال  
24 2xdx xx e e     

معادله در 
22xe  ضرب 

2 2 22 2 24 4x x xdz
e xe z xe

dx
    

را در طرفین معادله  مقدار محاسبه کردیم،را زمانی که )یک تکنیک جدید استفاده کردیم،
 کنیم( ضرب می

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 24 4 4 4x x x x x xdz
e xe z xe e dz xe zdx xe dx

dx
          

گیری انتگرال
→        

2 22 24x xd ze xe dx   

 
4z y

→     
2 2 2 22 2 2 2x x x xze e c z e e c    

24 21 xy ce    

 ریکاتی ةمعادل  

  کلی:صورت ه ب

      2
0 1 2y f x f x y f x y     ,    2 0f x      

 



 23  اول  / ةو معادلات مرتب اولیه فصل اول: تعاریف  

 

 

 حل:

اگر  1y x آنگاه تغییر متغیر:  بالا باشد، ةمعادل یک جواب خصوصی از 

1

1
y y

u
      ,     1 2

1
y y u

u
    

 کند:  تبدیل می اول زیر ةدیفرانسیل مرتب ةمعادلمعادله را به 

     1 2 1 22u f x f x y u f x         

داشته 1yبا این شرط که یک جواب خصوصی مانند حالت کلی قابل حل نیست، ریکاتی در ة)معادل

 باشیم قابل حل است(. 
 

حدس  توان اول باشد، و یک جواب خصوصی داشت می ةخطی مرتب ةداشته باشید اگر معادل توجه

 ریکاتی است. ةزد که معادله، یک معادل

1yاگر مثال: xةجواب خصوصی معادل 
2

1 21
y y

y
x x

  را  باشد، جواب عمومی آن

 بیابید.
  حل:

فوق ةجواب عمومی معادل
1

y x
u

  .است 

21
u

y
u


  

 جایگذاری درمعادله
→         2 2 2

1 1u

u ux u x


     

 داریم:  2uضرب با

2

1 1
u u

x x
    

 اول است پس:  ةخطی مرتب ةحال این معادله یک معادل

 
1 1dx
xx e

x



   

2 3 2

1 1 1 1 1
2 2

u x dx c x dx c x c cx
x x x x x

      
             

     
    

   است با:  ریکاتی برابر ةو جواب عمومی معادل

                       
1 1

1
2

y x x
u

cx
x

   

 
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 کلرو ةمعادل 

 هستند:  زیراول معادلاتی به فرم  ةمعادلات مرتب دیگری از ةدست

 y xy g y   گوییم. می کلرو ةمعادلکه به آن 

yبا انتخاب p  فوق و جایگذاری داریم: ةگیری از معادل مشتق 

   0
dp

x g p
dx

    

0اگر
dp

dx
   :جواب عمومی معادله  

                                                y cx g c   

اگر g p  x g p p دستگاه  در
 

 

x g p

y xp g p

  


  

جواب غیرعادی    

 شود.‌حاصل می

  

 

 

 

کلرو ةهای معادل یک پارامتری جواب ةخانواد مثال: 
2

y y x y   پیدا کرده و  را

   ید.ها را مورد بررسی قرار ده های جواب پوش

      
2

2 0
dp

y p y xp p x p
dx

         

 حالت اول

0اگر
dp

dx
 :جواب عمومی معادله   

  2p c y cx c     

 حالت دوم

2اگر 2 0x p x p    کلرو: ةدی معادلاجواب غیر ع 
2 2 2

2

2

2 2 4 4

x p x x x x
p y y

y xp p

    
      

 

 نکته

اگر g pتابعی ثابت و یا خطی برحسبpکلرو یک  ةنباشد، جواب غیر عادی معادل

منحنی است و لذا از جواب عمومی y cx g c  آید. نمیبدست 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل دوم

 معادلات خاص

 شوند: اول تبدیل می ةدوم تحت شرایط خاص به معادلات مرتب ةمعادلات مرتببرخی 

 :دوم فاقد متغیر ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل الف(

𝑦:⟹ 𝑓(𝑥, 𝑦′, 𝑦′′) = 0  
 :دوم فاقد متغیر ةدیفرانسیل مرتب ةب( معادل

𝑥:⟹ 𝑓(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) = 0     
 کنیم: را بررسی می (الف)ابتدا حالت  بندی بالا در دسته

⟸ با تغییر متغیر .1 {
𝑦′ = 𝑝

𝑦′′ = 𝑝′
 صورته شوند، ب اول می ةمرتب ةعادلتبدیل به م 

 ,p,p 0f x      

,𝑓(𝑥  حل .2 𝑝, 𝑝′) =  کنیم. حل می)فصل اول(  های مربوط با تکنیک0

′′𝑥𝑦 دیفرانسیل ةمعادل مثال: = 2(𝑦′2 − 𝑦′) حل کنید. را 

  حل:

 دهیم:  قرار می

 22p y xp p p      

 کردن متغیرها:  جدا با

⟶ 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 2(𝑝2 − 𝑝) ⟶

𝑑𝑝

𝑝2 − 𝑝
=

2𝑑𝑥
𝑥
   , 𝑥 ≠ 0   , 𝑝 ≠ 0  , 1
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(
1

𝑝 − 1
−

1
𝑝
) 𝑑𝑝 = 2

𝑑𝑥

𝑥
 

گیری انتگرال
→     𝐿𝑛 |

𝑝 − 1
𝑝
| = 2𝐿𝑛|𝑥| + 𝑐1 

 

→
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

1− 𝑐3𝑥2
 

2
1 2

1

1 1
1

p dy
c x p y

p dx c x


     


 

tan

2
1 1 22 2

2 1
1 1 22 2

1 1 1
0

1 2 1

1 1
0

1

dy ax
c c a y Ln c

dx a x a ax

dy
c c a y ax c

dx a x a



 
         


         
 

 

𝑝اگر  = 1 , 𝑝 = 𝑦 آنگاه داریم: 0 = 𝑥 + 𝑐  و 𝑦 = 𝑐 له أمس ةاولی ةهای معادل جواب

 است.

,𝑓(𝑦 :(ب)حل معادلاتی از نوع  𝑦′, 𝑦′′) = 0  

⟸  تغییر متغیر: با .1 {
𝑦′ = 𝑝

𝑦′′ =
𝑑𝑝

𝑑𝑦
𝑝

𝑓 اول ةمرتب ةتبدیل به معادل (𝑦, 𝑝,
𝑑𝑝

𝑑𝑦
. 𝑝) = 0 

𝑓 حل .2 (𝑦, 𝑝,
𝑑𝑝

𝑑𝑦
. 𝑝) =  های مربوطه تکنیک با  0

′′𝑦 دیفرانسیل ةمعادل مثال: + 4𝑦 =  را حل کنید. 0

′′𝑦 :با تغییر متغیر حل: = 𝑝.
𝑑𝑝

𝑑𝑦
  , 𝑦′ = 𝑝 :داریم 

⟶ جایگذاری 𝑝.
𝑑𝑝

𝑑𝑦
+ 4𝑦 = 0 ⟶ 𝑝.𝑑𝑝 + 4𝑦. 𝑑𝑦 = 0 

گیری انتگرال با 
→      𝑝 =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ±2√𝑘2 − 𝑦2 𝑝2 + 4𝑦2 = 4𝑘2 ⟶ 

 کنیم:          می حل اول را ةمرتب ةحال معادل
گیری انتگرال با 

→      
𝑑𝑦

√𝑘2 − 𝑦2
= ±2𝑑𝑥   𝑠𝑖𝑛−1 (

𝑦

𝑘
) = ±2𝑥 + 𝑐 

   sin sin2 2
y

x c y k x c
k
        

 یا به عبارتی:  
cos

sin

1

2

c A

c A








    sin sin cos x1 2y A x y c x c         
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 مسیرهای متعامد 

درجه قطع  90ةبا زاوی ها را پارامتری از منحنی -1ة عضو یک خانواد یک منحنی که هر

مسیرهای پارامتری را  -1 ةشود. دو خانواد نامیده می خانواده مسیر متعامد ازکند، یک 

قائمه قطع  ةدیگر را با زاوی ةعضو خانواد یک خانواده، هر عضوِ اگر هر .نامیم می متعامد

  کند. می

𝑦1دانیم: اگر قبل می از
𝑦2 منحنی داده شده و ةدست ةشیب خانواد ′

مسیر  ةدخانواشیب  ′

 برقرار است:   زیر  ةرابط ،متعامد باشد

𝑦2
′ = −

1

𝑦1
′ یا         𝑦1

′. 𝑦2
′ = −1 

𝑦  خطوط ةخانواد مثال: = 𝑐3𝑥 دوایر و 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐2  متعامد هستند زیرا  ةدو خانواد

 دایره با هر خط عمود هستند. تلاقی هر ههر نقط طبق شکل در

 

 

 

 

 

 

 
 

 کنیم: به روش زیر اقدام می متعامدبدست آوردن مسیرهای  برای

𝑓 های داده شده دیفرانسیل دسته منحنی ةبه دست آوردن معادل .1 = (𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 . 

− جایگزین کردن. 2
1

𝑦′
  .به دست آمده ةدر معادل ′𝑦 به جای 

 .جدید ةحل معادل .3

,𝑔(𝑥 جدید به صورت ةاگر جواب معادل .4 𝑦, 𝑐) = مسیرهای متعامد  ،وادهنباشد. این خا 0

 نظر است. مورد

𝑦 منحنیپارامتری  -1ة خانواد مسیرهای متعامد بر مثال: = 𝑐𝑥5 پیدا کنید را  (𝑥 ≠ 0)  
4

5

5
5 1 5

5

y cx
y y x

y yy
x y x yc

x

 
 

      




 



 /  معادلات دیفرانسیل  28

 

sهاست   ‌پارامتری از بیضی -1 ةیک خانواد(x, y )0       2و 25x y k                 

صورت: ه ها ب بیضی ة)معادل 
(x ) (y )2 2

2 2 1
a b

  
 )   

1c    2c                   2c    1c    

 

 

 

 
                                           

                                                                1c    2c                  2c   1c  

 دیفرانسیلکاربردهای معادلات  

ها  توان یک مدل ریاضی به آن کنیم که می در این بخش ما مسایل مختلفی را مطرح می

 دیفرانسیلی تنظیم نمود. ةیک معادل نسبت داد و برای هر

(تحلیل عناصر رادیو اکتیو خاصیت مشترک در) تحلیل رادیواکتیو  

همان لحظه باشد.  درمقدار ماده  هر لحظه متناسب با معین در ةمیزان تحلیل یک ماد
 شود( رادیواکتیو با توجه به زمان کم می ةماد ة)وزن اولی

 داریم:)در علم فیزیک(  با استفاده از قانون تحلیل

اگر N N t لحظه مقدار ماده درt و N N t  لحظه میزان تغییرات درt :باشد 

N KN   )قانون تحلیل( 
K واقعی آن بستگی به عنصر خاص تحلیل رونده دارد. نزول  ثابت مثبت است که مقدارN 

Nکند.  علامت منفی ایجاد می ،t ازدیاد با  .همیشه منفی است 

  حل:

Nدیفرانسیلباحل معادله . 1 KN  :خواهیم داشت   0 ktN t N e   

، بایستی مقدار اولیهtلحظه  برای تعیین مقدار ماده در .2 0N و ثابت  K.را بدانیم 

سرمایش ةپدید 
  داخلی، با دمایی بالاتر از دمای محیط اطراف سرد خواهد شد. ةکنند جسمی بدون گرم
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اگر mT tةلحظ : دمای جسم در t، 0T: 0ةلحظ دمای جسم درt ،
sT : دمای ثابت

 تابع دمای جسم را بدست آورید.؛ محیط

 طبق قانون نیوتون:حل: 

     , 0m m
m s m s

dT dT
T T k T T k

dt dt
        

m sLn T T kt c     
 باانتگرال گیری
→        m

m s

dT
kdt

T T
  


با جدا کردن متغیرها   

kt c kt c

m sT T e e e                          1ce c  

 
 

1
1 0

00

c

s

m

e c
c T T

T T

 
  



جایگذاری 
→       0

kt

m s sT t T T T e        

180 جسمی راکه دمای مثال: c60است درمایعی که دمای آن در c ثابت نگه داشته شده

120دقیقه دمای جسم به 1گر بعد از اکنیم. ‌است وارد می c  کاهش یابد، چه مدت طول

90دمای جسم به کشد تا‌می c برسد؟ 

0با tة لحظ نمایش دمای جسم در Tفرض کنیمحل:  60T c  :داریم 

 60
dT

k T
dt

    

 گیری داریم:‌شرایط داده شده و انتگرال با استفاده از

/
120 1

180 0
0 5 2

60

t

T t

dt
k dt Ln k k Ln

T



 
      

   

 /
ln

90

180 0

4 2 2
0 25 2 2

60 2 2

t

T t

dt Ln Ln
k dt Ln Ln t t

T Ln 
        

   

90کشد تا دمای جسم به‌این رو دو دقیقه طول می از c .کاهش یابد 

 ةمعادلات دیفرانسیل خطی مرتبn : 

 شود:  ‌صورت زیر تعریف میه ام بnةخطی مرتب ةفرم کلی معادل
         .... p

1
1

n n

ny p x y x y r x


          0n   

حال اگر  0r x   و اگر همگنباشد معادله را  0r x   غیرهمگنباشد معادله را 

 گوییم.‌می
های قبل متفاوت است و برای معادلات مراتب بالاتر ‌)این تعریف با تعریف معادلات همگن قسمت

 باشد( ‌یک می از
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 عملگر مشتق  

𝐷 معرف عملگر مشتق =
𝑑

𝑑𝑥
را عملگر دیفرانسیل هم نامید  D توان‌باشد پس می‌می 

 بنابراین:

 

.

.

.

y

2 2
2

2 2

y

y

n n
n n

yn n

dy d
y y D

dx dx

d y d
y y D

dx dx

d y d
y Dy

dx dx

   

   

  

 

 دیفرانسیل داریم: ةمعادل که با جایگذاری در

     .... a ... a1 1
1 1 0 1 1 0

n n n n

y n y y nD a D D a y r x D a D D a y r x 

             

آن که در  ... a1
1 1 0

n n

nL D D a D D a

     ای است و با‌عملگر چند جمله 

)شاخص( مشخصه  ةمعادلD  به جایr  جایگذاری  ...1
1 1 0

n n

nL r r a r a r a

     آید.‌بدست می 

دیفرانسیل  ةمعادل مثال: 
1

1 1 0XY Y X Y Y
x

 
        

 
0LYرا به صورت   

 بنویسید.

 داریم:   Y نظر گرفتن عملگرها برای با در

 3 2 1
1 1L XD D X D

X

 
      

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 قضیه

 عددی ثابت باشد، آنگاه:  cبار مشتق پذیر و nحداقل  Yو  X اگر توابع

   

 

L cY cL Y

L X Y LX LY



  
 

 نتیجه

 اعدادی ثابت باشند آنگاه: 2cو 1c،تابع دو Yو  X اگر

 1 2 1 2L cY c X c LY c LX    
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 خطی توابع مستقل 

,توابع  ,....., y1 2 ny y تعریف شده برI  ند اگر:هستمستقل خطی 

 x I       ... c1 1 2 2 0n nc y x c y x y x               

c1...نتیجه دهد: 2 3 0nc c c    ند.هست خطی ةصورت وابست غیر این در 

2,نشان دهید مثال: 1
x xy e y e  .مستقل خطی هستند 

                                                   طبق تعریف داریم: حل:

 

 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

0 1

0 0 2

0

0 0 3

x x

x x

x c e c e

x c c

c e c e

x c c





   


    


   
    

(2( و )3)  1 2 0c c    

 وجود یکتایی( ةقضی( 

 اگر 

(1      y p x y q x y r x     

 ,0x a b(3                     , ,r q p    روی بازه ,I a b( 2پیوسته 

 تعریف

 گوییم اگر و تنها اگر: ‌را برابر می 2Lو1Lدو عملگر

                                                 1 2L y L y      y  
 اینکه:        مشروط بر

  (1)  1 2 1 2L L y L y L y      

(2)    1 2 1 2L L y L L y  

 قضیه

های عملگرر و دلخرواه  ‌چند جمله     , ,R D Q D P D  جرایی و  ‌هرای جابره  ‌دارای خاصریت

 پذیری هستند یعنی:                                                             ‌شرکت

       P D Q D Q D P D    

           P D Q D R D P D Q D R D          
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      اینکه:    آنگاه معادله دارای جواب یکتاست، مشروط بر

 0 0y x y      ,         0 0y x y   

 :مثال زیر توجه کنیدفوق به  ةشدن قضیبرای روشن 

sinتوابع مثال: xوcos x 0ةهای معادل‌دو جواب هرy y   باشند، ولی تنها جوابی ‌می

شرط  که در   ,0 0 0 1y y   کند‌صدق میcosy x .است 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تعریف رونسکین  

اگر دو تابع  1y x و  2y x ةروی فاصل ,a bپذیر باشند عبارت:‌مشتق 

            ,
1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

y y
W y y x x y x y x y x y x

y y
   

 
 

را رونسکین دو تابع   2 1y x y x نامند.‌می 

 

 

 قضیه

اگر py x:یک جواب خصوصی معادله 
       ...1

1
n n

ny p x y p x y r x    

و
hyباشد، آنگاه: )نظیر(  یک جواب عمومی همگنh py y y  .جواب عمومی معادله است 

 

 قضیه

تا 1yاگر
ny معادله:)جواب عمومی(  جواب مستقل خطی 

   ...1
1 0n n

ny p x y p x y     

 آنگاه:               ،باشد

... c y1 1 2 2 n ny c y c y     

 جواب عمومی معادله است.
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x ،1، 1 آیا توابع مثال:

𝑥
 هستند؟ مستقل 

|

|
1           𝑥          

1

𝑥
 

0          1     −
1

𝑥
2

0         0         
2

𝑥
3

|

|
=

2

𝑥
3
≠ 0          , ,

1
1W x

x

 
 

 
 

ماتریس بالا مثلثی است لذا دترمینان برابر است با حاصلضرب قطر اصلی( یادآوری( 

,توابع مثال: , ,2 3 4x x x x  خطی هستند.                                              ةوابست 

|

|

4𝑥  − 3𝑥     𝑥   − 2𝑥 

4    − 3      1     − 2

0       0        0          0

0       0        0          0

|

|
= 0           , , ,4 3 2 0W x x x x    

(برابرصفراست )دترمینان ماتریس که یک سطری ستون صفرداشته باشد یادآوری 

[
 
 
 
 
 
 
𝑦1(𝑥)              𝑦2(𝑥)      …       𝑦𝑛(𝑥) 

𝑦´1(𝑥)             𝑦´2(𝑥)     …       𝑦´𝑛(𝑥)

𝑦´´1(𝑥)            𝑦´´2(𝑥)    …      𝑦´´𝑛(𝑥)

⋮                     ⋮               …              ⋮
  𝑦1
𝑛−1(𝑥)          𝑦2

𝑛−1(𝑥)    …      𝑦2
𝑛−1(𝑥)  

    ]
 
 
 
 
 
 

 

 تعریف

فرض کنید توابع 
, ,...,1 2 ny y y ةبر بازI1تعریف شده و دست کمnپذیر ‌بار مشتق

 دترمینان: باشند،

را رونسکین توابع
, ,...,1 2 ny y y  درنقطه xمی نامیم و آن رابا , , ,...,1 2 nW x y y y گاهی  یا

با نماد W x  دهیم.‌نمایش می 

 

 قضیه

مستقل خطی باشند آنگاه:2yو1yاگر ,1 2 0W y y      

 برعکس قضیه بالا درست نیست( تذکر:)
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)دالامبر(  روش کاهش مرتبه  

 اگر 1 0y x یک جواب معادله    0y p x y q x y    :آنگاه

   2 1y x y x Vx جواب دوم مستقل خطی نسبت به 1y xاست که 
 

2
1

1 p x dx

V e dx
y

    

1بنابراین 1 2 2y c y c y .جواب عمومی معادله است 

1اگر مثال:
xy e یک جواب   2 1 2 0xy x y x y       باشد، جواب عمومی را

 بیابید.

تستی ةنکت 

ها یک است، مشابه ‌مجموع ضرایب اگر صفر باشد یکی از ریشه سوم و... ،دوم ةدر معادلات درج)

 است( 𝒆𝒙 ها‌کند: مجموع ضرایب اگر صفر شود یکی از ریشه‌اینجا صدق می همین مطلب در

 نویسیم:‌ابتدا معادله را به فرم استاندارد می

   2 1 2
0

x x
y y y

x x

 
     

 
1

2 2 2
2 2

1 1x
dx

x Lnxx
x x

V x e dx e dx
e e




    

 
2

1
2

2 2

1 1 1Ln
x x

x
V x e e dx dx

e x x
        

 2 1

1 xy x Vy e
x

                 1 2

x
x e

y x c e c
x

  )جواب عمومی(         

 ضرایب ثابت جواب معادله دیفرانسیل خطی همگن با 

a,اگر b IR 0وy ay by    صورت: باشد در این 
2 0r ar b   گوییم ‌دیفرانسیل می ةشاخص یا مفسر یا کمکی وابسته به معادل ةرا معادل

 های آن سه حالت داریم:‌و برای ریشه

 اول: حالت

 0   1و 2r r 1صورت این . درهستند متمایزها حقیقی و ‌ریشهr x
e 2وr x

e جواب  دو

1لذا:  هستند. مستقل 2
1 2

r x r x

hy c e c e  
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3 ةمعادل مثال: 2 0y y y    حل کنید. را 

 حل: 

2صورت:  ه فوق ب ةکمکی، معادل ةمعادل 3 2 0r r   

,
2

1
1 2

2

24 3 9 8
12 2

rb b ac
r r

ra

    
   


 

2
1 2

x x

hy c e c e   

 دوم: حالت

 0  آنگاه
1 2 2

b
r r r    2های تکراری، ‌و ریشه

1
xy e .یک جواب است 

 اگر از کاهش مرتبه استفاده کنیم:

 2
rxy x xe  .  

لذا:   2
1 2

rx x

hy x c e c xe  

6 ةمعادل مثال: 9 0y y y    حل کنید. را 

 
22

1 26 9 0 3 0 3r r r r r          

  3 3
1 2

x x

hy x c e c xe     

 سوم: حالت

 0  ها مختلط باشند:‌و ریشهr i    

صورت:  این در
 

   

cos sin

,

cos , sin

1 2

1 2

ax

h

ax ax

y e c x c x

y x e x y x e x

 

 

 

 

 دو جواب مستقل خطی هستند.  

2دیفرانسیل ةمعادل مثال: 2 0y y y    حل کنید. را 

         حل:

,2 2 4 8
2 2 0 1 1 1

2
r r r i  

  
              

 

 

 

 نکته

 توجه داشته باشید:

,1 4 4 1 2i i       ) 

پس جواب عمومی:       cos sin1 2
x

hy x e c x c x  
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های یافتن‌روش 𝒚𝒑  

این قسمت معادلاتی  دوم همگن بودند، در ةتاکنون معادلاتی که بررسی شدند، مرتب

 گیرند که غیرهمگن هستند.‌مورد بررسی قرار می

را  pyتوان‌(، به دو روش میpyبرای معادلات غیرهمگن جواب خصوص وجود دارد )یا

 روش تغییر پارامتر. 2ضرایب نامعین              روش . 1 محاسبه کرد:

روش ضرایب نامعین وقتی که  ؛پردازیم‌ابتدا به روش اول یعنی ضرایب نامعین می

ثابت و ضرایب معادله دیفرانسیل r x ای، نمایی، سینوسی و کسینوسی یا ‌چند جمله

 ضرب این توابع درهم باشد.

 های‌حالت r x ةو محاسبpy متناظر با r x  : 

اگر .1   nr x p x و np x ة ای از درج‌چندجمله nداریم: ،باشد 

 s

p ny x Q x            

باشد.                                           ‌شاخص میهای ‌تکرار صفر در ریشه  : s  

 nQ x  :ةای با ضرایب مجهول از درج‌چند جملهn .است 

22جواب خصوصی مثال: 1y y x    .را بدست آورید 

 2 2 0 2 0r r r r      1

2

0 1

2

r s

r

  



   

   2 3 2
py x x Ax Bx C Ax Bx Cx       

  23 2py x Ax Bx C            

  6 2py x Ax B    

 2 22 6 6 4 2 2 1p py y Ax A B x B C x           

  3 2

1
6
1 1 1 3
4 6 4 4
3
4

p

A

B y x x x x

C


  




     



  

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اگر .2 r x ة درج ای از‌حاصلضرب چندجملهn صورت:ه و تابع نمایی ب 

    ax

nr x p x e  

باشد، آنگاه:         s ax

p ny x x Q x e     s :  تکرارa شاخص  ةریش در 

xyدیفرانسیل ةمعادل مثال: y e   .را حل کنید 

2 2 1 1
1 0 1

1

r s
r r

r

  
     

 
 

  x x

py x xAe Axe                 x

py x Ax A e    

   2 x x

p p py x Ax A e y y e       

بنابراین 
1
2

x

py x xe    .جواب خصوصی است 
1

2
2

x xAe e A    

اگر .3 r x  ة درج از ای‌توابع چندجملهحاصلضربn :و نمایی و مثلثاتی باشد، داریم 

   
sin

cos

x

n

x
r x p x e

x







 


 ای        cos sins x

p n ny x x e Q x x Q x x     

باشد.‌شاخص می ةدر ریش i  : تکرار s  

sinyدیفرانسیل ةمعادل مثال: y x   .را حل کنید 

 حل:

2 0 4
1 0

2
r r i

 
        

1i i s      

توجه به با 
0

1
r x









 داریم: 

      cos sinpy x x A x B x   

   Acos sinpy x x x B x   

  cosx Axsinx Bxcosx Bsinxpy x A      
  sin sin cos cos cos sinpy x A x A x Ax x B x B x Bx x         

sin sin cos sin2 2p py y x A x B x x       

 , cos
1 1

2 1 2 0 0
2 2pA A B B y x x x           است جواب خصوصی معادله  
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. 

 
 

 
 

cos4yدیفرانسیل ةمعادل مثال: y x   حل کنید. را 

}و yضریب 0 حل: ها‌ریشه } 1                 :بنابراین ، 

cos

cos

cos cos cos
1

4 3
3

p

p

p p

y A x

y A x

y y x A x x A



  

      

 

cos    باشد: ‌می مقابلصورت ه بنابراین، جواب خصوصی معادله ب
1
3py x 

حال اگر r xمجموع چند تا از ، r x مجموعها باشد( k تا از حالت‌)های قبل باشد 

 اصل برهم نهی 

 

 

 

 
 
 

2ةجواب معادل مثال: 23 2 x xy y y xe x e     .را بدست آورید 

معادل شاخص 2 3 2 0r r      ,     ,1 2

3 9 8
1 2

2
r r r

 
           

     

     
1

1

2

22

x x

p

x x

p

y x Ax B xe Ax Bx e

y x Ax B e Ax Bx e

   

    
 

       
1

1 1 1

22 2 2 2

3 2 2 2

x x x x

p

x x x x

p p p

y x Ae Ax B e Ax B e Ax Bx e

y y y Ae Axe Be xe

       

      
 

1
2 1

2
A A        ,   

1

21
1

2
x

pB y x x e
 

      
 

 

 نکته

sinاگر سمت راست معادله xیاcos xباشد وضریبyصفر باشد و { ها‌ریشه } Bi ،

cosAآنگاه: x یاsinpy A x کنیم.‌را انتخاب می 

 قضیه

اگر         ...1 2 ky p x y q x y r x r x r x       و
1

py :جواب خصوصی پس 

      1y p x y q x y r x      

 آنگاه:  ...
1 2 k

p p p py x y y y    
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حال
2

py کنیم:‌را محاسبه می 

     

   
2

2

2 2 3 2 2

2 2 2 3 23 2 2

x x

p

x x

p

y x x Ax Bx c e Ax Bx cx e

y Ax Bx c e e Ax Bx cx

     

      
 

   
2

2 2 26 2 2 3 2x x

py Ax B e e Ax Bx c       

   2 3 2 2 24 3 2 2x xe Ax Bx cx Ax Bx c e       

   
2 2 2

2 2 2 2 23 2 3 2 6 2x x x

p p py y y Ax Bx c e Ax B e x e            

 بندی، فاکتورگیری و ساده کردن:   پس از دسته

, ,

2

3 2 2

1
3 1 6 2 0 1 2 0 2

3
1

2
3

x

p

A A A B B B c c

y x x x e

           

 
    

 

2 3 2 21 1
2

2 3
x x

py x x e x x x e
   

        
   

جواب خصوصی          

دوم روش  ةجواب خصوصی معادلات مرتب ةپس از روش اول، دومین روش برای محاسب

این روش تغییر پارامتر است: در r x این  تواند باشد، با‌قبل میهای ‌تابعی غیر از حالت هر

 همگن را داشته باشیم. ةشرط که جواب عمومی معادل

 

 

 

 

 

 روش تغییر پارامتر 

1    باشد: مقابلصورت ه همگن ب ةفرض کنیم جواب عمومی معادل 1 2 2hy c y c y  

آنگاه جواب خصوصی:       1 1 2 2py u x y x u x y x  1گیریم و‌نظر می درu 2وu 

 آیند:  ‌از روابط زیر بدست می

 
   

 ,

2
1

1 2

r x y x
u x dx

y y
   ,    

   

 ,

1
2

2

r x y x
u x dx

y y
   

1در شرط:  2uو 1uبا این شرط که 1 2 2 0u y u y      .صدق کنند 

 تذکر

 آید.‌شاخص بدست می ةجواب از معادل برای معادله با ضرایب ثابت این دو

استفاده از روش کاهش مرتبه، جواب مستقل  همچنین اگر یک جواب داشته باشیم با

 توانیم بدست آوریم.‌می دوم را
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tanyاگر مثال: y x   دوم باشد، جواب خصوصی آن را  ةخطی مرتب ةیک معادل

 بدست آورید.

چون حل:  tanr x x کنیم:   ‌می، از روش تغییر پارامتر استفاده 

 cos sin 1x x                                                                                 

 

   

cosx sinx

y cos sin

1 2

1 2

h

p

y x c c

u x x u x x

 

 
 

   

 

     

tan sin sin cos
cos sec

cos cos

cos sec sin sec sin sec tan

tan cos
sin cos

cos sin sin sec tan cos sin cos

cos sec

2 2

1

2

1 2

1
1

1

p

p

x x x x
u x dx dx dx x x dx

x x

xdx xdx x xdx x Ln x x

x x
u x dx xdx x

y x u x u x x Ln x x x x x

y xln x

 
      

      


   

      

  

   

  

 

tan x

 

کوشی اویلر ةمعادل  

 صورت: ه دیفرانسیل خطی ب ةهر معادل
   

..... b
11

1 1 0 0n nn n

n nb x y b x y xy b y



      

b,که در آن ,...,0 1 nb b کوشی اویلر  کوشی وایلر یا هم بعد ةاعداد ثابت هستند، به معادل

 به فرم مقابل است:  2 ةاویلر مرتب ةبرای مثال معادل معروف است.

 2x y axy by r x     

uxاستفاده از تغییر متغیر که برای حل آن با e وu Lnx ةروی باز ,0  ةبه معادل 

 شود:   ‌تبدیل می زیربا ضرایب ثابت  2 ةمرتب

         1 uy u a y u by u r e      

2ةمعادل مثال: 3x y xy y lnx    .را حل کنید 

  حل:

uxاویلر است. بنابراین با تغییر متغیر ةفوق یک معادل ةمعادل e با ضرایب  ةبه معادل

 شود:‌ثابت تبدیل می

2y y y u     
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چون معادله شاخص 
22 2 1 1 0r r r     1 تکراری ةدارای ریشr   باشد، ‌می

 لذا جواب قسمت همگن معادله برابر است با:   

  1 2
u u

hy u ce c ue    

 , 2u u ue ue e                                              

2 2
1 2 2 2

u
u u u u

u

u ue
u du u e du u e ue e

e






            

2 2

u
u u u

u

ue
u du ue du ue e

e




      

 2 2 22 2 2 2 2u u u u u u u

py e u e ue e ue ue e u u u u u                      

1 2
1 2 2 2u u

h p

c c
y y y c e c ue u Lnx Lnx

x x

             

 سوم اویلر داریم:    ةبرای معادلات مرتب

 3 2x y ax y bxy cy r x       

 با ضرایب ثابت آن به فرم زیر است:  ةکه معادل

     3 2 uy a y b a y cy r e                                 

3معادله  مطلوب است حل مثال: 2 42 2 2x y x y xy y x     . 

 حل:

0xبرای   با تغییر متغیرu Lnx     :داریم 

 42 2 2 uy y y y e       

   

   , ,

3 2 2

2

2 2 0 2 2 0

2 1 0 1 1 2

r r r r r r

r r r

        

     
 

 

 

 

 

 

 

 

 1نکتة 

 ها یک است.‌سوم، مجموع ضرایب صفر باشد یکی از ریشه ةاگر در معادلات درج

 2نکتة 

 ةفرد برابر مجموع ضرایب با درج ةسوم، مجموع ضرایب با درج ةاگر در معادلات درج

  است. -1ها ‌زوج برابر باشد یکی از ریشه
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 پس داریم:   

   2 1 2
1 2 3 1 2 3

u u u

h hy u ce c e c e y x c x c x c x         

 جواب خصوصی:                ةو برای محاسب

   

 

4 4

4

1 1
15 15

1
15

u u

p p

p

y u Ae A y u e

y x x

    



 

uتوانستیم‌حالت کلی می مشتق تابع لگاریتم درتوجه به  بنابراین با Ln x  در نظر

 باشد.‌می زیرصورت ه پس جواب عمومی معادله ب  بگیریم.
1 2 4

1 2 3

1
15

y c x c x c x x


                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 تذکر

 صورت زیر است:   ه سوم، معادله شاخص ب ةدر معادلات اویلر مرتب

                    1 2 1 0r r r ar r br c                              
                               



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل سوم

 های توانی‌سری حل معادلات دیفرانسیل با

ای خاص از معادلات دیفرانسیل ‌های توانی یکی از ابزارهای مهم برای حل رده‌سری

 .هستند

 :شوند‌تقسیم می حالت کلی به دو دسته های توانی در‌سری

 سری مک لورن .2  و  سری تیلور .1

 سری توانی بصورت: :سری تیلور. 1

     .... ....
1

0 0 1 0 0
0

n n

n n

n

a x x a a x x a x x




         

 که در آن:به سری تیلور معروف است 

1)a , , ,..., x0 1 2 0a a اعداد ثایت هستند، 

2)x متغیر است کی، 

3)0x باشد‌ط میمرکز بس، 

4)
ia‌.ها هم ضرایب هستند 

0pبا تغییر متغیر x x  آید که به سری مک لورن ‌در میسری تیلور به شکل زیر

  رکز بسط در سری مک لورن صفر است()م معروف است

 0
0 0

n n

n n

n n

a x x a p
 

 

  
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:تعریفR ةرا شعاع همگرایی سری و فاصل ,R R یا ,0 0x R x R  ةرا باز 

 گوییم اگر:‌همگرایی سری می

0Rعددی مانند .1  موجود باشد، به طوری که به ازای هر ,p R R  سری

0

n

n

n

a p




 .همگرا باشد 

0Rعددی مانند .2  موجود باشد، به طوری که به ازای هر ,0 0x x R x R   سری

 0
0

n

n

n

a x x




 .همگرا باشد 

 

 

 

 

 

 

 نقاط عادی و نقاط تکین  

همانطور که در قسمت قبلی برخی تعاریف اولیه بررسی شد، برای حل معادلات 

 ها نیاز به آشنایی با برخی اصطلاحات جدید داریم:‌دیفرانسیل به کمک سری

 تعریف 

تابع f x 0ةرا در نقطx تحلیلی گویند، هرگاهf0در یک همسایگی دلخواهx نهایت ‌بی

 پذیر باشد.‌بار مشتق

تابع f x ةرا روی بازI تحلیلی گویند، هرگاهfةدر هر نقطI .به  تحلیلی باشد

رت دیگر، تابعاعب f x 0ةرا در نقطx گوییم:‌تحلیلی می  

تابع اگر f x 0ةرا بتوان در نقطx بصورت توانی 0
0

n

n

n

a x x




  نوشت طوری که برای

هر ,Rx R  سری فوق به f x :همگرا باشد؛ پس اگر 

   0
0

n

n

n

f x a x x




     

 نکته

 شود:‌برای پیدا کردن شعاع همگرایی سری از دو رابطة زیر استفاده می

lim( آزمون نسبت یا دالامبر:   1
1

n

n
n

a
R

a


  

lim( آزمون ریشه:               2
1

n n
n

R
a

 
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 آنگاه داریم:   
     

...
! !

0 0
0 0 1 0 2 2

n

n

f x f x
a f x a f x a a

n


      

 ر نوشت:توان به شکل زی‌ی توانی فوق را میقبل، سر ةپس بنا به قضی

 
   

 
!

0
0

0

n
n

n

f x
f x x x

n





   

سری مثال:
!0

n

n

x

n





 به ازای هر x بهxe همگراست، پس  xf x e  در هر نقطه تحلیلی
 است.

 
 
 
 
 
 

معمولی یا منفرد( عادی ةتعریف نقط(  

 دیفرانسیل ةمعادل       P x y Q x y R x y f x     را در نظر بگیرید، اگر

0xةنقط تعریف شده و در Iةروی باز  P، Q،R توابع I :تحلیلی باشند، آنگاه 

الف( اگر 0 0p x  0ةنقطx نامند.‌عادی می ةنقط ةرا برای معادل 

ب( اگر 0 0p x و     0 0 0 0Q x R x f x   0ةنقطxغیر  ةنقط ةرا برای معادل

 گویند. )تکین یا منفرد(عادی 

 

 
 

 

 (yهای ضریب‌)ریشههستند  زیر تکین و سایر نقاط عادی ةبرای معادل 2، 1، 0نقاط  مثال:

   2 23 2 2 1 0x x x y x y x y         

0xنقاط مثال: k 0و 2
x k


  هستند عادی و سایر نقاط عادی زیر غیر ةبرای معادل. 

   sin tan 0xx y x y e y                                                                    

، yصفرهای ضرایب مثلثاتی هستند پس باید علاوه بر yوyداشته باشید در مثال بالا ضرایب توجه) 

 نیز تعیین شود()تعریف نشده است( کند ‌هایت میل مین‌به بی yدر نقاطی که ضرایب

 نکته

 هستند.حقیقی تحلیلی  هر نقطه از اعداد توابعی که در .1

 تحلیلی، تحلیلی است.تابع  جمع و تفریق یا ضرب دو. 2

 صفرهای مخرج کسر. تابع تحلیلی برهم، تحلیلی است به جز در تقسیم دو. 3

 

 نکته

 P های‌برای ریشه (ب)و  (الف)ای باشد، قسمت ‌چند جمله  P، Q،R اگر توابع

 شوند.‌بررسی می
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22ةدر معادل مثال: 0xy y x y    0ة نقطx  عادی معادله است. زیرا تابع غیر ةنقط

 
1

Q x
x

  یست و نقاط دیگر، نقاط عادی معادله هستند. ندر صفر تحلیلی 

( Q x ضرایب بر ضریب ةاز تقسیم همy )بدست آمده است 

عادی منظم غیر ةتعریف نقط 

0x ةعادی منظم معادل غیر ةرا نقط        P x y Q x y R x y f x    گوییم، ‌می

 هرگاه:

 دیفرانسیل فوق باشد. ةعادی معادل غیر ةیک نقط 0xةنقط .1

توابع .2 
 

 
0

Q x
x x

p x
  و 

 

 
2

0

R x
x x

p x
 0ةدر نقطx باشند. در غیر اینصورت یتحلیل

0x  نامند.‌می غیر عادی یا تکین نامنظمرا 

22 دیفرانسیل ةدر معادل مثال: 0xy y x y    0ة طقنx  منظم  غیرعادی ةنقط

1 یراز، معادله است
1x

x
   ,  ( )

2
2 32

2
x

x x
x

    صفر تحلیلی است. در 

دیفرانسیل ةنقاط منفرد منظم معادل مثال: 
1

1 2 0x y y y
x

     .را پیدا کنید 

 
1 2

0
1 1

y y y
x x x

    
 

نقاط منفرد   0x    ,  1x      

 

 
 

   

 
 

   

0

0 2
2 2

0

1 1
1 1

0
2 2
1 1

Q x
x x x

p x x x x
x

R x x
x x x

p x x x


   

 
 

     
  

ندهستتحلیلی   0x در   

 

 
 

 
 

 
0

2

1 1
1

1
1

2
1 2 1

1

x
x x x

x

x x
x


   

 
     

 

0x هستندتحلیلی   در   
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حول نقاط عادی ةحل معادل  

 کنیم.‌را بررسی می بعد ةصفح ةابتدا قضی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

0yدیفرانسیل ةجواب عمومی معادل مثال: xy   0 را در مجاورت 0x  .ة)معادل بیابید 

 گویند( آیدی ةمعادلفوق را 

 توابع حل:  1p x  ، R x x  ،  0Q x   و  0f x  در صفر تحلیلی هستند پس

0 0x جوابی به فرمت. لذا معادله دارای دیفرانسیل اس ةعادی معادل ةنقط
0

n

n

n

y a x




 

 است. 

 تذکر

توابع  
 

 
0

Q x
x x

p x
 و 

 

 
2

0

R x
x x

p x
  تحلیلی هستند، اگر و تنها اگر دو حد

 موجود و متناهی باشند:                     زیر

 
 

 
lim

0
0

x x

Q x
x x

p x
        ,   

 

 
lim

0

2

0
x x

R x
x x

p x
      

 

 قضیه
 دیفرانسیل ةیک نقطه عادی معادل 0xاگر       p x y Q x y R x y f x     ،باشد

دیفرانسیل فوق دارای جوابی به فرم ةدر اینصورت معادل 0 0 1 1 2
0

n

n

n

a x x a y a y




    حول

باشد که ‌می 0xةنقط 
!

0
n

f x
a

n
 .است 

 راه حل: 

 ،گیری از جواب و جایگذاری در معادله‌مشتق. 2 ،فوق ةبدست آوردن جواب معادله از قضی .1

ضرایب نظیر به نظیر  .5 ،بندی‌فاکتورگیری و دسته .4 ،هم توان و هم شروع کردن جملات .3

دهیم تا ضرایب معمول‌دو طرف معادله را برابر قرار می
na .بدست آیند 

 

 نکته

 در هم توان و هم شروع کردن سیگماها، هم توان کردن الویت بیشتری دارد و بعد

 کنیم.‌از هم توان شدن در صورت نیاز سیگماها را هم شروع می
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برای بدست آوردن ضرایب
na    :داریم 

 1 2

0 1 2

1n n n

n n n

n n n

y a x y na x y n n a x
  

 

  

          

0y  با جایگذاری در معادله: xy    

  2

2 0

1 0n n

n n

n n

n n a x x a x
 



 

               

(تفریق هستند که:سیگما زمانی قابل جمع و  : دویادآوری 

 .حدود سیگماها مثل هم باشد( .2 ،ها برابرx توان .1

 کنیم:‌میدر سری اول، یکی  3nبه nها را با تغییر متغیر‌سپس توان

   1 1
3

1 0

3 2 0n n

n n

n n

n n a x a x
 

 



 

                                                          
  

 کنیم:‌ها را یکی می‌اندیس

   1 1
2 3

0 0

2 3 2 0n n

n n

n n

a n n a x a x
 

 



 

        

   1
2 3

0

2 3 2 0n

n n

n

a n n a a x








          

 , , ,...01 2n    
     

2 2
3

3

2 0 0 1
3 2 0 3 2n n

n n

a a
a a

n n a a n n




  
  

     
 

3na)که 
یک دنباله بازگشتی از ضرایب 

na )است 

2حال چون به ازای 0a  2...بازگشتی ةو با استفاده از رابط 5 8 0a a a    ةبقی و 

 صورت زیر است:ه ضرایب ب

4 1

1
1

12
n a a           ,         3 0

1
0

6
n a a    

7 4 1

1 1
4

42 12 42
n a a a   


   ,    6 3 0

1 1
3

30 6 30
n a a a   


 

10 1

1
7

90 12 42
n a a  

 
         ,   9 0

1
6

72 6 30
n a a  

 
 

...2
0 1 2

0

n

n

n

y a x a a x a x




                                                          

...3 4 6 7 9
0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1
6 12 180 12 42 72 180

y a a x a x a x a x a x a x        
 
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 پس جواب عمومی معادله:  

0 1 1 2y a y a y    

... ...3 6 9 4 7
0 1

1 1 1 1 1
1

6 180 72 180 12 12 42
y a x x x a x x x

   
           

    
       

دیفرانسیل ةجواب معادل مثال: 1 xy x y y e     با شرایط    ,0 1 0 0y y    را

 بیابید.

 توابع حل:  1p x   ,    1Q x x  ,   1R x  و  xf x e تحلیلی  صفر که در

0ند پس هست 0x  دیفرانسیل است. ةعادی معادل ةیک نقط 

برای بدست آوردن ضرایب
na              :داریم 

 1 2

0 1 2

1n n n

n n n

n n n

y a x y na x y n n a x
  

 

  

                                     
              

 معادله: حال با جایگذاری در

   2 1

2 1 0

1 1n n n x

n n n

n n n

n n a x x na x a x e
  

 

  

         

  2 1

2 1 1 0

1 n n n n x

n n n n

n n n n

n n a x na x na x a x e
   

 

   

          

 کنیم.‌را جایگذاری می xeیکی کرده و بسط مک لورن ها را‌اندیسها و ‌توان

    
!

2 1
0 0 0 0 0

2 1 1
n

n n n n

n n n n

n n n n n

x
n n a x na x n a x a x

n

    

 

    

             

    
!

2 1
0 0

2 1 1
n

n

n n n n

n n

x
n n a na n a a x

n

 

 

 

            

    
!

2 1

1
2 1 1n n n nn n a na n a a

n
          

      
!

2 1

1
2 1 1 1n n nn n a n a n a

n
          

  

     
!1

2

1
1

2 1 2 1
n n

n

n a a na
n n n n





 
  

   
                             

 

   !
1

2

1
2 2

n n

n

a a
a

n n






  

 
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 استفاده از شرایط داده شده داریم:

   

   

... ... a

... ...

2
0 1 2 0 0

0

1 2 3
1 2 3 1 1

1

0 0 0 0 0

2 3 1 0 0 0 1

n

n

n

n

n

n

y x a x a a x a x y a

y x na x a a x a x y a a











            



              





 

!

3 2
4

1 1
2

4 4 6
a a

n a
 

            ،    
!

1 0
2

1
0 1

2 2
a a

n a


      

!

4 3
5

1 7
3

5 5 120
a a

n a
 

            ،       
!

2 1
3

1 1
1

3 3 6
a a

n a


      

 پس جواب معادله:

...

...

2
0 1 2

0

2 3 4 51 1 7
6 6 120

n

n

n

y a x a a x a x

y x x x x x





    

     


 

 مثال قبل تمرین زیر را حل کنید. با استفاده از دو

:دیفرانسیل ةجواب عمومی معادل تمرین  3 2 31 1x y x y xy x      مجاورت را در

0 0x  .بیابید 

 حول نقاط تکین منظم ةحل معادل  

حل کنیم که حول های توانی ‌خواهیم معادلات دیفرانسیل را به کمک سری‌در بخش می

 عادی منظم هستند. نقاط غیر

 حل معادله به روش فروبینیوس، حول نقاط تکین منظم  

سری بصورت  هر
0

r n

n

n

y x a x




   یا   0 0
0

r n

n

n

y x x a x x




    یک سریرا 

    گویند. فروبینیوس

 

 

 

 

 قضیه

دیفرانسیل  ةغیرعادی منظم معادل ةیک نقط 0xاگر    0y p x y q x y     ،باشد

 صورت سری فروبینیوس است.ه ب)خصوصی( دیفرانسیل دارای جواب  ةمعادل
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توان نتیجه گرفت، اگر توابع‌می   0x x p x و   
2

0x x q x 0ةنقط درx  تحلیلی

 دیفرانسیل ةفوق معادل ةقضیتوجه به  باشند، با    0y p x y q x y     دارای جوابی

به شکل 0
0

n r

n

n

y a x x






  باشد و‌می   
1

0
0

n r

n

n

y n r a x x


 



                                                                                            

    
2

0
0

1
n r

n

n

y n r n r a x x


 



      ة معادل  0 01 0r r p r q    مفسر  ةرا معادل

ة یا شاخص برای معادل    0y p x y q x y    م که:یگوی‌می 

   

   

lim

lim

0

0

0 0

2

0 0

x x

x x

p x x p x

q x x q x





 



 


                                                                         

        

که مشخصه باشند، بطوری ةهای معادل‌ریشه 2rو 1r اگر 1 2r r ةآنگاه معادل 

 آید.‌بعدی دست می ةاست که از قضی 2yو 1yدیفرانسیل دارای دو جواب مستقل خطی 

 

 

 

 

 

 

 

 

4دیفرانسیل ةفرم جواب عمومی معادل مثال: 6 0xy y y    صفر بیابید. ةرا در نقط 

3 1
0

2 4
y y y

x x
     

عادی معادله است و  غیر ةصفر نقط
3 3
2 2

x
x

   2و 1
4 4

x
x

x
  صفر تحلیلی در 

0، پس هستند 0x  دیفرانسیل است. ةعادی منظم معادل غیر ةنقط 

 صورت زیر:ه مشخصه ب ةتشکیل معادل

    ,2
0 0 1 2

3 1 1
1 0 1 0 0 0

2 2 2
r r p r q r r r r r r r                     

 قضیه

 سری فروبینیوس ةعادی منظم معادله باشد، جواب اول معادل غیر ةنقط 0xةاگر نقط

   1

1 0 0
0

r n

n

n

y x x a x x




   آید:‌های زیر بدست می‌است و جواب دوم از حالت 

1اگر حالت اول: 2r r z   باشد، آنگاه   2

2 0 0
0

r n

n

n

y x x b x x




    

1اگر حالت دوم: 2r r  :باشند، آنگاه     1

2 1 0 0
0

r n

n

n

y y x Lnx x x b x x




     در هر حالت

1 1 2 2c y c y باشد.‌جواب عمومی معادلة دیفرانسیل می 
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1چون  2

1
2

r r  :پس 
1
2

2
0

n

n

n

y x x b x




    ،  0
1

0

n

n

n

y x x a x




   بنابراین

 :دیفرانسیل عبارت است ةادلجواب عمومی مع
1
2

1 2
0 0

n n

n n

n n

y c a x c x b x
 

 

    

دیفرانسیل  ةفرم جواب عمومی معادل مثال: 22 2 1 0x y x x y y     ةنقط را در 

 صفر بیابید.

 کنیم:    ‌ابتدا استاندارد می حل:

2

2 1 1
0

2 2
x

y y y
x x


     

عادی است و غیر ةصفر نقط
2 1 2 1
2 2
x x

x
x

 
   2و

2

1 1
2 2

x
x

   در صفر تحلیلی

0 هستند، پس 0x  دیفرانسیل است. ةعادی منظم معادل غیر ةنقط  

 دهیم:‌صورت زیر تشکیل میه شاخص را ب ةپس معادل

    ,2
0 0 1 2

1 1 3 1 1
1 0 1 0 0 1

2 2 2 2 2
r r p r q r r r r r r r

 
                  

 
 

1چون  2

1
2

r r  پس:  
1
2

2
0

n

n

n

y x x b x




 ,    1
1

0

n

n

n

y x x a x




   پس جواب

 صورت زیر است:ه دیفرانسیل ب ةعمومی معادل
1
2

1 2
0 0

n n

n n

n n

y c x a x c x b x
 

 

    

  نهایت‌بینقطه در 

دیفرانسیل که تاکنون مورد بررسی قرار دادیم در  ةهای سری توانی یک معادل‌جواب

0xةای به حول نقط‌بازه x .بوده است 

 صورت:  ه های معادله دیفرانسیل ب‌رفتار جواب

   

   
2

2

0

0

y p x y q x y

d y dy
p x q x y

dx dx

    



  


 

 کنیم.‌بررسی می شود را‌نهایت می‌بی  x وقتی متغیر مستقل

 باید یک باشد. yضریب توجه:
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با تغییر متغیر حل:
1

x
t

  :داریم 
1

y x y
t

 
  

 
  ای: ‌زنجیره ةو از قاعد 

dy dy dt

dx dt dx
   

 
 

   

2

2 0

0

p t dyd y
q t y

dt dt

y p t y q t y


  

 
    

                                                             

               

آن:   که در  2

2 1 1
p t p

t t t

 
   

 
و        4

1 1
q t q

t t

 
   

 
 است.  

منفرد  ةمعمولی است یا یک نقط ةیت یک نقطانه‌زیر تعیین کنید، بی ةدر معادل مثال:

 منظم.

   3 1 1 4 0x x y x y xy                                                        

   کنیم.  ‌را یک می yابتدا ضریب حل:

 3 2

1 4
0

1
y y y

x x x
    


 

 

 
 

3
3

3

2

2

1 1

4 1 4 4
1 11 11

p x p t
x t

t
q x q

x x t t

t t

  
   

 
   

    
     

  

 

 گیرد:‌صورت زیر شکل میه پس معادله ب

31
p t

t

 
 

 
      ,     

31 4
1

t
q

t t

 
 

 
 

 

2

2 2 4

2 3 3

2 2 4

2

1
2 1 1

0

2 1 4
0

1

2 4
0

1

p
d y dyt

q y
dt t t dt t t

d y t dy t
y

dt t t dt t t

t
y y y

t t t

  
           

  
  

   
       

   

 
     

 
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را y)ضریب p t و ضریبy را q t 0، (نامیم‌می 0t  عادی در غیر ةنقط q t و

 p t.است 
   

   

0

2

0

t t p t

t t q t






0در  0t   0تحلیلی است در نتیجه 0t  عادی منظم  غیر

 نهایت منفرد منظم است.‌در بی ةاست. لذا نقط

 های بزرگ مثبت بدست آورید.xبرای زیر را ةجواب عمومی معادل مثال:

 4 21 2 5 0x y x x y y                                                            

  حل:

 کنیم:   ‌را یک می yابتدا ضریب
2

3 4

1 2 5
0

x
y y y

x x


      

   

 

2
2

3

4
4

1 2 1
2

5 1
5

x
p x p t t

x t

q x q t
x t

   
    

  
 

       

                                                 

 گیرد:‌شکل می زیره شکل پس معادله ب

 21
2p t t

t

 
  

 
    ,     41

5q t
t

 
 

 
            

2

2 2 4

2

2

1
2 1 1

0

5 0 5 0

p
d y dyt

q y
dt t t dt t t

d y dy
t y y ty y

dt dt

  
  

        
   
 
 

        

                        

0 0t  صورته جواب بلذا  عادی است، ةنقط
0

k

k

k

y a t




 گیریم:‌باشد، مشتق می‌می 

 1 2

1 2

1k k

k k

k k

y ka t y k k a t
 

 

 

       

   با جایگذاری در معادله داریم: 

  2

2 1 0

1 5 0k k k

k k k

k k k

k k a t ka t a t
  



  

       
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2kبه را kدر سری اول  کنیم.‌تبدیل می 

   2
0 0 0

2 1 5 0k k k

k k k

k k k

k k a t ka t a t
  



  

        

  
  

2 2
0

5
2 1 5 0

2 1
k

k k k k k

k

k
k k a ka a t a a

k k



 




            
  

 سپس به ازای:  

.

.

.

2 0

3 1

4 0

5
0

2
2

1
3

5
2

8

k a a

k a a

k a a


   


    


   







                                                                      

  ....2 3 4
0 1 0 1 0

5 2 5
2 3 8

y t a a t a t a t a t        

 با جایگذاری
1

x
t

 1و
t

x
  :داریم 

 y ....1
0 0 1 02 3 4

5 2 5
2 3 8

a
x a a a a

x x x x
       

 توابع خاص 

دهیم که در حل معادلات کاربردهایی ‌در این بخش توابع خاص را مورد بررسی قرار می

 پردازیم.‌ها می‌که به معرفی آن تابع بسلو  تابع گاما :از این توابع خاص عبارتند. دارند

تعریف تابع گاما 
 گردد:‌تعریف می تابع گاما برای اعداد حقیقی مثبت بصورت زیر

  1

0

x tx t e dt


        0x   

 همگراست. xاین انتگرال برای مقادیر مثبت

   ویژگی اول:

 داریم: xعدد حقیقی برای هر

   1x x x     
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 با توجه به تعریف تابع گاما داریم:  اثبات: 

  1 1

0 0
1 x t x tx t e dt t e dt

 
         

  با استفاده از روش جزء به جزء و انتخاب:
1x x

t t

t u du xt dt

e dt d e 



 

   


   

 

 داریم:

     1 1

0 0
1 0

0
x t t x x tx t e e xt dt x t e dt x x

 
    


            

 استفاده از تابع گاما داریم:  با مثال:

                            ( )
0

1 1
0

t te dt e


 


                               

) فوق و ةتوجه به نکت سپس با )1 1  توان مقادیر تابع گاما را برای اعداد طبیعی ‌می

 صورت زیر محاسبه کرد:ه ب

 

 

   

     

( ) ( )

( ) ( ) !

( ) ! !

! !

2 1 1 1 1 1

3 2 1 2 2 2 1 2

4 3 1 3 3 3 2 3

1 1n n n n n n

      

        

        

      

                                                    

 مثبت داریم:عدد حقیقی  به همین ترتیب برای هر

 ویژگی دوم:

          ... x!1 1 1 1 2x x x x x x x x x              
 

مقدار  مثال:
1
2

 
 
 

 را محاسبه کنید. 

         توجه به تعریف تابع گاما داریم:      با حل:
1 1

1
2 2

0 0

1
2

t tt e dt t e dt
  

  
   
 

       

با تغییر متغیر داریم:                         
 

 
2

1
22

0

2 1

2
2

u

t u t u dt udu

e du





     

 

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(1( و )2از )  
2 2

1
12

0 0 0
2 2 2

2
t u ut e dt u e udu e du




  
                 

پس
1
2


 

  
 

ن اتو‌قبل می ةبا استفاده از نکت است این مقدار را به خاطر بسپارید. 

 نتیجه گرفت:

!

!

1 3 1 1 1
1

2 2 2 2 2 2

3 5 3 3 3 3 3
1

2 2 2 2 2 2 2 4



 

       
              

       

       
                

       

          

 : ویژگی سوم

0xتوجه به اینکه برای  با  داریم:  
 1x

x
x

 
  پس    1x x x     لذا

0xتوان مقدار تابع گاما را برای ‌می  .به عبارت دیگر تابع  و مقادیر منفی محاسبه کرد
 شود ‌تعریف میحیح منفی و صفر گاما روی تمام اعداد حقیقی به غیر از اعداد ص

 لذا: ! 1x x      ,  , , ,...1 2 3x     

مقدار  مثال:
3
2

 
  
 

 .را محاسبه کنید 

 
 1

3
1

3 2 12
32 3 2
2

x
x

x

 
 

 
   

    
         
   

 

 

1
1

1 12
2 2

12 2
2

3 2 4
2

2 3 3



 

 
   

    
          
   

 
        

 

                                  

های گذشته با ‌هایی است که در درس‌انتگرال ةیکی دیگر از خواص تابع گاما، محاسب

کنیم که ‌گیری قابل حل نبودند، در این قسمت مثالی ارائه می‌های انتگرال‌استفاده از تکنیک

 .ها را حل کرد‌استفاده از خواص تابع گاما برخی از این نوع انتگرال توان با‌می
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 کنید.اده از خواص تابع گاما انتگرال زیر را حل فاست با مثال:

 
5

1 22

0
I x Lnx dx   

 ها را به فرم گاما تبدیل خواهد کرد(‌)عبارتبا تغییر متغیر زیر: 

1 0

0
t

t

Lnx t
x t

x e
x t

dx e dt





 
  

  
   

 

 

     
750 2 222

0

t
t tI e t e dt e t dt


 


      

  !

2 3 3 3
2

30 0

7
2 2 2 2 2 162 3 2

7 7 7 7 7 7 7
2

u u

t u

e u du e u du

dt du

 
 


        

               
        



   

 ةتابع بسل است، برای تعریف تابع بسل ابتدا نیاز است با معادل ،یکی دیگر از توابع خاص

 های آن آشنا شویم.‌دیفرانسیل بسل و جواب

 دیفرانسیل بسل ةمعادل  

دیفرانسیل به فرم ةهر معادل 0p   2 2 2 0x y xy x p y     ةرا یک معادل 

 ةصفر، نقط ةدیفرانسیل بسل، نقط ةمعادل در نامند.‌مییک ثابت است(  p)که pةبسل مرتب

 مشخصه داریم: ةذا با تشکیل معادلعادی منظم معادله است. ل غیر

 
 

 
 

lim lim

lim lim

02 2 0 0

2 22
2 2 2

0 20 0

1
1

1
0

x x

x x

p xp x x
xx p

y y y
x px x

q x q x x p
x

 

 


   

 
      

      
 
 

                

  2 2 21 0 0r r r p r p r p            

پس 1
0

p n

n

n

y x x a x




  توجه به  بسل است و برای جواب دوم با ةجواب اول معادل

اینکه  1 2 2r r p p p      ،داریم: سه حالتاست 

1اگر حالت اول: 2 2r r z   آنگاه 2
0

p n

n

n

y x x b x






  باشد.‌می 
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1اگر حالت دوم: 2 0r r    آنگاه    0
2 1

0

n

n

n

y x y x Lnx x b x




   باشد.‌می 

1اگر  حالت سوم: 2 2r r   آنگاه   2 1
0

p n

n

n

y x cy x Lnx x b x






   باشد‌می. 

اکنون برای مشخص کردن ضرایب
na در 1

0

n p

n

n

y x b x






  داریم: که پس از

  آید:‌به دست می صورت زیره بازگشتی ب ةلیگذاری، دنباجا گیری و‌مشتق

 , ,...2 3n          ,   
 

,1 2

1
0

2n na a a
n p n




 


           

1چون  0a  است، پس.... a 13 5 7 2
0na a a      های زوج داریم:‌برای اندیس 

 
2

1
2n na a

n p n






 

 

 

  

 

    

!

.

.

.

a
! ...

0
2

2

0
4 4

0
2 2

2
2 2 1

1
4

2 2 1 2

1

2 1 2

n

n n

a
n a

p

a
n a

p p

a

n p p p n

   
 


  

  




  

 

 صورت زیر است:ه بسل ب ةپس جواب اول معادل

 
 

    ! ...

2

1 0 2
0

1

2 1 2

n n

p

n
n

x
y x a x

n p p p n








  
                                  

       

 ة تابع بسل نوع اول از مرتبP  

اگر 1yدر
!

0

1
2p

a
p




 صورت: ه بسل ب ةدر اینصورت جواب اول معادل انتخاب کنیم، 

 
 

 

 

 ! ! !

2 2

0 0

1 1

2 1 2

n nn p n p

p

n n

x x
J x

n n p n n p

  

 

    
    

      
   
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 نامیم.‌می pةتابع بسل نوع اول از مرتبباشد که آن را ‌می

rبسل را به ازای ةحال جواب دیگر معادل p  آوریم:‌بدست می      

 2
0 0

p n n p

n n

n n

y x x a x a x
 

 

 

    

 رسیم:‌بسل به روابط زیر می ةبا جایگذاری آن در معادل

 , ,...2 3n       
 

2

1
2n na a

n n p



   ,    1 1 2 0a p  اگرp صحیح نباشد

 دهد:‌زیر رخ می حالت دو

 حالت اول:

2 صحیح نباشد لذا 2pاگر 1p   1و در نتیجه 2 0p  ، 

 بالا داریم: ةپس از دو رابط

.... ka a a a     1 3 5 2 1 0  
 صورت زیر است:ه و مانند حالت قبلی جواب دوم ب

 
 

    ! ...

2

2 0 2
0

1

2 1 2

n n

p

n
n

x
y x a x

n p p p n









     
    

با انتخاب 
 !

0

1
2 p

a
p




                                             :شود‌صورت زیر تیدیل میه جواب دوم ب 

 
 

 !

2

0

1

1 2

n n p

p

n

x
J x

n n p







  
  

    
  

 های مختلف این بخش، فقط نتایج اهمیت امتحانی و‌تمام حالت داشته باشید در عزیز توجهدانشجویان )

 (باشد.‌برای دانشجویان علاقمند می ها صرفاً‌کنکوری دارد و بررسی جزئیات و اثبات این حالت

  حالت دوم:

 .فرد است 2pصحیح باشد، در اینصورت 2pصحیح نباشد، ولیpحال اگر

2اگر .1 1p  ةباشد، در اینصورت از رابط 1 1 2 0a p  1گیریم‌نتیجه میaصفر  تواند‌می

کنیم و در نتیجه از ‌انتخاب مینباشد، اما چون به دنبال جوابی از معادله هستیم، آن را صفر 

ة رابط
 

2

1
2n na a

n n p






و همان جواب  های فرد صفر است‌اندیس  pJ x

بدست  

  آید.‌می
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2اگر .2 1p   2باشد، به ازایn p 2ضریب pa  : از رابطه
 

2

1
2n na a

n n p






  ،

2توان‌آید و می‌صفر بدست می pa 2را بطور دلخواه در نظر گرفت. اگر 0pa   باشد دوباره

های فرد، صفر هستند و باز همان جواب‌اندیس pJ x
 آید.‌بدست می 

 

 

 

 

 

 

 

 تابع بسل 

دیفرانسیل بسل را که با ةهر جواب معادل pJ x باشد، تابع بسل نوع دوممستقل خطی 

گوییم و با Pة از مرتب py x بسل به فرم  ةشود. پس جواب عمومی معادل‌نشان داده می

   1 2p py c J x c J x  .است         

 صورت زیر است:ه بسل ب ةهای بالا جواب معادل‌پس از بحث

   

   

1 2

1 2

p p

p p

p y c J x c J x

p y c J x c J x

   


   

                                                      

 حالات خاص 

0pبه ازای  صورت زیر است.ه صفر ب ةتابع بسل مرتب 

 
 

 
...

!

2 2 4 6

0 2
0

1 1 1
1

2 2 4 2 36 2

n n

n

x x x x
J x

n





        
            

       
                                 

1pو به ازای   زیر است: صورته یک ب ةتابع بسل مرتب 

 
 

 
...

! !

2 1 3 5

1
0

1 1 1
1 2 2 2 2 12 2

n n

n

x x x x
J x

n n





      
         

      
       

 نکته

عددی صحیح نباشد، آنگاه P دیفرانسیل بسل ةاگر در معادل pJ x ، pJ x
دو جواب  

 باشد:‌صورت زیر میه دیفرانسیل بسل ب ةمستقل خطی بسل هستند، جواب عمومی معادل

   1 2p py c J x c J x   

pو اگر   ،باشند pJ x و pJ x
مستقل خطی نیستند و جواب دوم، مانند حالت  

 را باید محاسبه کرد. nbدوم و سوم است که ضرایب
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cosاین منحنی شباهت زیادی به توابع x وsin x  ،دارند 0J x و فردتابعی تر( ‌)تیره

 1J x  )ست:ا زوجتابعی )باریکتر 

  
 

 

 
 

 

0xyدیفرانسیل بسل  ةمعادل مثال: y xy     .را حل کنید 

2صورت ه فوق ب ةمعادل حل: 2 0x y xy x y    0بوده که در آنp  است پس جواب

 صفر است. ةن تابع بسل نوع اول مرتبابسل هم ةاول معادل

 
 

 
...

!

2 2 4 6

0 2
0

1 1 1
1

2 2 4 2 36 2

n n

n

x x x x
J x

n





        
            

       
              

صحیح است، جواب دومpچون y2 0y x ةاست، که برای بدست آوردن آن از رابط

 y2 0u x J کنیم، که‌استفاده می:   

 
 

 

1

2 2
0 0

1 1 dxp x dx
xu e dx e dx

J x J x

                                                   

 
... ...

1 2
2 4 4

2
0

1 1 1 5 5
1

2 32 4 128

dx
x

x
u e dx x x dx Lnx x

J x x

  
         

 
       

 بسل ةو جواب دوم معادل        ...
2

4
0 0 0

5
4 128
x

y x u x J x J x Lnx x
 

     
 

 است و 

ةجواب معادل   1 0 2 0y c J x c y x  .است 

 

 

 

 

 

2             4              6           8            10          12           14           16 

1 
0/5 

−0/5 

 اتنک

1 .nJ وnJ  مستقل خطی نیستند n 

داریم:nبه ازای هر عدد صحیح .2     1
n

n nJ x J x   

Jو Jیک عدد صحیح نیست، توابعوقتی. 3  ةهای مستقل خطی معادل‌جواب 

 ةدیفرانسیل بر باز ,0 .هستند 
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واص تابع بسلخ 

الف( توابع بسل نوع اول  pJ x  حول صفر کراندار هستند و توابع بسل نوع دوم

  py x.حول صفر بیکران هستند ، 

 

 

 

  

 

 

 

 
 

متوالی  ةدو ریش ب( بین هر 0J xای از‌، ریشه 1J x .وجود دارد و بالعکس 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 که به روابط بازگشتی معروف هستند: ج( توابع بسل دارای خواص زیر هستند

(1      1
p p

p p

d
x J x x J x

dx
      

 (2     1
p p

p p

d
x J x x J x

dx

 

    

 (3
       11

2
p pp

p
J x J x J x

x


    

2             4              6           8            10          12           14           16 

−0/5 

0/5 

        

و                

 اتنک

صفر دو 2xو 1xاگر .1 nJ x 1 ةباشند، آنگاه در باز 2x x x  صفری از 1nJ x و

 1nJ x .وجود دارد 

تابع بسل  .2 0J x ای به طول‌بر هر بازهn.یک صفر دارد ، 

هریک از توابع .3 , , ,...1 2 3n   nJ x ةدر باز ,0I e نهایت صفر مثبت حقیقی ‌بی

 دارد.

( نخستین صفر4 nJ x بزرگتر ازn .است 
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 (4       1 1

1
2p p pJ x J x J x 

     

 

 

 

 

 

 نکته

   sin1
2

2
J x x

x
 و     cos1

2

2
J x x

x
   

 باشند(‌)برای تست بسیار مهم می

 



 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 فصل چهارم

 دستگاه معادلات دیفرانسیل

 به دستگاه معادلات معادلهنحوه تبدیل   

 کنیم:‌صورت زیر تعریف میه ابتدا دستگاه معادلات دیفرانسیل را ب

یک مجموعه از معادلات دیفرانسیل همزمان، متشکل از تعدادی تابع مجهول و مشتقات 

 نامند. ‌ها نسبت به یک متغیر مستقل را یک دستگاه معادلات دیفرانسیل می‌آن

 مثال: به عنوان

معادله دیفرانسیل در
sin2

1

x y x t t

x y

     

  

 ،xوy ند وهستهای مجهول ‌تابع

t باشد.‌ر مستقل مییمتغ 

صورت مشابه ه و ب دستگاه خطیاگر در معادلات دیفرانسیل دستگاه خطی باشد به آن 

 نامیم.‌می دستگاه غیرخطیاگر در معادلات، دستگاه غیرخطی باشد، 

 بودن دستگاههای زیر را مشخص کنید.خطی یا غیرخطی  مثال:

)الف
 

 

2 1

1 2

x x y

x xy

  

  

                        دستگاه غیرخطی است 

ب) 
sin2

1

x y x t y t

x y

     

  

            دستگاه خطی است  

گوییم.‌می دستگاه را غیرخطیداشته باشید حتی اگر یکی از معادلات دستگاه غیرخطی باشد،  توجه
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دستگاه معادله مرتبه اول 

دستگاه 
 

 

, ,

, ,

1

2

x f x y t

y f x y t

 

 

,توابعی از 2fو 1fرا که در آن  ,x y t دستگاه باشد، ‌می

 نامیم.‌اول می ةمعادلات مرتب x t و y t  جواب دستگاه است. اگر در هردو معادله صدق

 کند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

siny ةمعادل مثال: y t   دستگاه معادلات خطی تبدیل کنید. رابه یک 

   حل:

sinsin

1 1 2 1 1

2 2 2
2 1

0 1 0

1 0

x y x y x x x

x y x x tx y t x

           
                      

   

       توان به فرم ماتریسی زیر نمایش داد:‌دستگاه خطی را می بنابراین هر

   X A t X G t    

همچنین →  G t   {
 اگر    0G t    دستگاه همگن است 

اگر   0G t  دستگاه غیرهمگن است 
}                    

های حل دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی‌روش       

 گیرد:‌بررسی قرار می این بخش دو روش زیر مورد در

 )اپراتور(( روش عملگری 2       ( روش حذفی          1

 شد. البته در فصل آینده روش دیگری به جز این دو روش ارائه خواهد

 تذکر

n ،هر معادله مرتبة     , , ,...,
1n n

y f x y y y
 صورت زیر، به یک ه ب

 شود:‌دستگاه معادله تبدیل می

     

. .

. .

. .

, , ,...,

1 1 2

2 2 3

1

1 2

n n
n n n

x y x y x

x y x y x

x y x y f x x x x


   
    
 

 
 
 
 

     
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 کنیم.‌روش حذفی را با یک مثال بررسی می

دستگاه مثال:
x y

y x

  

 

 را به روش حذفی حل کنید. 

  حل:

 کنیم: ‌گیری می‌ابتدا مشتق

0x y x x x          

2 0 0 4
1 0

2
r r i

 
                                                                      

   sin cos1 2y t x c t c t                       

  cos sin1 2x t c t c t   

 کنیم.‌این روش آشنا شویم مثال دیگری را بررسی می بیشتر با برای اینکه

دستگاه  مثال:
2

2

x xt x

y yt x

  

  

 را به روش حذفی حل کنید. 

  حل:

را حل  توان آن‌اول است که با روش جداشدنی می ةاول یک معادله خطی مرتب ةمعادل

 کرد و سپس در دومی جایگزین کرد پس:  

   2 1 2 1
dx dx

x t t dt
dt x

                                                                    

           گیریم: ‌از دو طرف انتگرال می

 

 

2

2 2

22 1

2 2 2

t t

t t t t

dx
t dt Lnx t t x e

x

y yt x yt e y ty e



 

      

       

   

 . اول است و جواب آن به سادگی قابل محاسبه است ةخطی مرتب ةکه یک معادل

 معادله را حل کنید. 1های فصل ‌استفاده از تکنیک در ادامه به عنوان تمرین و با

دوم یعنای حال دساتگاه معاادلات دیفرانسایل باه روش عملگار را بررساای حاال روش 

 کنیم. ‌می

 باشد.‌می روش کرامرداشته باشید این روش بسیار شبیه به  توجه
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 نویسیم پس از فرمول کرامر‌صورت ضرایب عملگری میه در این روش ابتدا معادله را ب

 .کنیم‌استفاده می

 کنیم‌دستگاه معادلات زیر را به روش اپراتور حل می :مثال

2 4 1

1

dx dy
x y

dt dt

dx dy
t

dt dt


   


   


 

با بکار بردن نماد عملگر حل:
d

D
dt

  :کنیم(‌)مرتب میداریم            

   2 1 4 1

1

D x D y

Dx Dy t

   


  
 

دهیم و سپس دترمینان ‌را تشکیل میمانند روش کرامر ابتدا ماتریس ضرایب دستگاه 

 گیریم: ‌می

∆ = |
2D − 1          𝐷 − 4

𝐷                  − 𝐷   
| = −3𝐷2 − 3𝐷 

ها را به جای ستون اول ماتریس ضرایب جایگذاری کرده ‌حال ماتریس ستونی جواب

 کنیم:‌سپس دترمینان را محاسبه می

∆1 = |
1                  𝐷 + 4

𝑡 − 1          − 𝐷   
| = 4𝑡 + 3   

صورت مشابه ه دهیم و ب‌همین جایگذاری را برای ستون دوم ماتریس ضرایب انجام می

 کنیم:‌دترمینان را حساب می

∆2 = |
2D − 1              1   

 𝐷                  𝑡 − 1 
| = 3 − 𝑡 

 آیند:‌صورت زیر بدست میه ب yو xحال

  21
2

4 3
3 3 4 3

3 3
t

x D D x t
D D

  
       
  

 

 که اگر معادله شاخص را مرتب کنیم:

,23 3 0 0 1r r r r                                                                       
 همگن برابراست با:              ةپس جواب عمومی معادل

0
1 2 1 2

t t t

hx ce c e c c e      



 69  /  چهارم: دستگاه معادلات دیفرانسیل فصل  

 

 

  2
px t At B At Bt     , 2px At B    , 2px A       ,             

3 3 6 6 3 4 3x x A At B t                                                               
2

6 4
3

A A           ,       7
3

B    

  2
1 2

2 7
3 3

tx t c c e t t                   22 7
3 3px t t   

توان جواب را از روش کرامر بدست آورد، اما روش دیگری ارائه ‌در این قسمت می

 دهیم( ‌را در معادله دوم قرار میx) دهیم:‌می

2
1 2

2 7
1

3 3
tD c c e t t Dy t 

      
 

 

2

4 7
1

3 3
tc e t Dy t                                                                   

2 2

4 7 1 4
1

3 3 3 3
t tDy c e t t c e t            

2
2 3

1 4
6 3

ty c e t t c                                                                            

 دستگاه معادلات زیر را به روش عملگری حل کنید. مثال:

2 1

2 3 t

x x y

x x y y e

   


    
        ,      0 2x       ,        0 0x        

                                    حل:

 

   

1 2 12 1

2 3 2 1 3t t

D x yx x y

x x y y e D x D y e

       
 

         

  

∆2 = |
D + 1                2  

 2𝐷 + 1      𝐷 + 3 
| = 𝐷2 + 1 

                

 e       
(t) (D )x(t) e

  2
2 1 3 2

1

1 2

3 t

t D
x

D
 


  


                             

 

   

 

 

   

 

cost c sin

cost c sin ,

c sin

cos

sin

1 2

1 2

1 1

2

2 2 2

3

3

0 2 2 0

3

0 1 0 1

3

t

t

h p

t

t

t

x t c t e

x t c t x t e

x c c

x t t e

x t c t e x c c

x t t e

   

   

    

  

        

  
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 اول دستگاه داریم:                        ةاز معادل

       

   

sin cos

sin cos

1 1
1 3 1

2 2
1
2 2

2

t t

t

y t x x y t t e t e

y t e t t

           

    

            

 )به عنوان تمرین جزئیات مثال را حل کنید(دستگاه زیر را به روش عملگری حل کنید.  مثال:

 

 

2 2

2

2 3

2 0

tD x y e

x D y

   


  

                                                              

                                                                                                                            حل:
   4 21 6 tD x t e     

       

 

cos sin

cos sin

2 2 2
1 2 3 4

2
1 2 3 4

6
3 2

15
1 1

3 3
3 5

t t t t

t t t

x t c e c e c t c t e y t D x t e

y t c e c e c t c t e

        

 
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

لاسادلات دیفرانسیل به کمک تبدیل لاپحل مع 

فرض کنید تابع : لاستعریف تبدیل لاپ f t روی فاصله ,0   .تعریف شده است

لاس پتبدیل لا f t تابعی است مانند F s به صورت: 

    
0

stF s e f t dt


    0s         

s تابع  ةیک متغیر حقیقی بوده و دامن F s ای است که انتگرال فوق به ازای آن ‌بازه

 است. یک انتگرال ناسرههمگرا باشد. توجه داشته باشید که انتگرال فوق 

 نکته
برای حالت        1 2 1 2 0f D g D g D f D  

اگر در دستگاه جبری 
     

     

1 1 1

2 2 2

f D x g D y h t

f D x g D y h t

  


 

، دترمینان ضرایب برابر صفر باشد،  

 آنگاه دستگاه جواب ندارد
طرف راست دستگاه به صفر  yو xیا دارای بی نهایت جواب است. به عبارتی اگر با حذف

تبدیل نشود، دستگاه دارای جواب نیست وقتی طرف راست دستگاه به صفر تبدیل شود، بی 
 نهایت جواب دارد.
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 نویسیم:     ‌می Fو f ة برای مشخص کردن رابط

                                 L f t F s                                                       

لاس تابع تبدیل لاپ مثال:  1f t  .را پیدا کنید 

  
0

1 1 1
1 0

0
st stL e dt e

s s s


 

  
      

 
  

لاس تابع تبدیل لاپ مثال: f t t .را پیدا کنید 

 
0

stL t e tdt


                                                                          

                                         صلیب داریم: ةطبق قاعد

                                                                                                                    

     

 

 

 

                                                             
                           

                            

     باشد پس:   ‌چون انتگرال ناسره از نوع اول می

lim 2 2 2

1 1 1 1
0

0
st st

T

T
te e

s s s s

 



  
        

 
 

س تابع تبدیل لاپلا مثال:  atf t e .را بیابید 

     

0 0

1s a tat at st atf t e L e e e dt e dt
s a

       
    s a         

ستبدیل لاپلا مثال:  cosf t at .را بنویسید 

    cos cos
0

stL f t L at e atdt


    

 توان از روش جزء به جزء محاسبه کرد؛ لذا داریم: ‌مقدار انتگرال را می

 cos 2 2

s
L at

s a



 

 
t 

 
1 

0 
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لاس توابع مهمجدول تبدیلات لاپ 
 

 F s  f t 
1
s

 1 

!
1n

n

s 
 nt 

 
1

s a
  

ta ate e 

2 2

a

s a
 sin at 

2 2

s

s a
 cosat 

2 2

a

s a
 sinh at 

2 2

s

s a
 cosh at 

2t :    سبه عنوان مثال لاپلا 
!2

2 1 3

2 2
L t

s s
  

خواص لاپلاس 

خطی بودن تبدیل لاپلاس  

 

 

 

 
  

 

 

 

 

 

 قضیه

دو عدد حقیقی و bو  a هرگاه f t و g t  دو تابع باشند که تبدیل لاپلاس

 ها موجود باشد، داریم:‌آن

          L af t bg t aL f t bL g t    

 تذکر

فوق برای تعداد متناهی تابع که دارای تبدیل لاپلاس هستند برقرار است، بنابراین  ةقضی

 تبدیل لاپلاس یک تبدیل خطی است.
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تبدیل لاپلاس  مثال:  cos sin cos2 27 tf t t t t e   .را بدست آورید 

صورتی تنظیم کنیم که صورت این توابع در جدول موجود باشد و ه را ببتدا باید توابع  حل:

 نویسیم:  ‌چون لاپلاس یک ترکیب خطی است می

        cos sin cos2 27 tL f t L t L t t L e                                          

  
 

cos sin 2
22

1 2 2 1 1 7
7

2 2 2 4 22 4
tt t s

L L L e
s s ss

   
         

    
      

sنشان دهید به ازای  مثال:  a    : 

 
 

cosh
2 2

s
L at

s a



 

cos
2

at ate e
at


                                                                                    

     cosh
1 1

2 2 2

at at
at ate e

L at L L e L e


 
   

 
                                   

2 2

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2

s

s a s a s a s a s a

 
     

     
 , s a  

تبدیل لاپلاس معکوس 

اگر    F s L f t آنگاه f t  را تبدیل وارون F s صورت ه نامند و ب‌می

    1f t L F s 1دهیم. ‌نشان میL .فیزیک تبدیل خطی است 

 داشته باشید اگر از جدول از سمت چپ به راست استفاده کنیم( توجه)

( مثال1):   1 1
1

tL e
s

  
 

 
   

( مثال2):  cos2 2
4

s
t

s

 
 

 
  

مطلوب است تبدیل لاپلاس معکوس تابع   مثال: 
   

1
1 3 2 1

F s
s s s


  

 . 

 استفاده از روش هورنر( )باکنیم: ‌ابتدا کسر را به فرم زیر تجزیه می حل:

 
   

1
1 3 2 1 1 3 2 1

A B c
F s

s s s s s s
   

     
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                              به روش پوششی داریم:
4
21

c    ,  
1
14

B    ,     
1
6

A   

 پس:

   
1 1 1 1 3 2

1 1 4
1 1 1 26 14 21

1 3 2 1 1 3 2 1 6 14 21

t

t tL L L L e e e
s s s s s s

     

     
        

             
             

     

 

 را حساب کنید.  روبروتبدیل معکوس عبارت  مثال:

  
1

2

4

1 4

s
L

s s


  
 

   

 

  
     

  

2

22 2

44
1 41 4 1 4

A B s B C s A Cs A Bs C

s ss s s s

     
  

    
          

                   

0C   اول و آخر خواهیم داشت: با متحد قرار دادن صورت کسر  , 1B  , 1A    

 بنابراین:

  
cos1 1 1

22

4 1
2

4 11 4
ts s

L L L t e
s ss s

   
      

        
        

 

 پلاس معکوس زیر را بیابید.لا مثال:

 
 

1 11 1 1
1

1 1
tL L e

s s s s

  
    

      
    

 

ای پیوسته‌تابع قطعه  

ةرا بر باز fتابع ,a b گوییم، اگر:‌ای پیوسته می‌قطعه 

1.fً1...در تعداد متناهی نقطه، مثل  به جز احتمالا 2 nx x x   از ,a b .پیوسته باشد 

)یعنی در نقاط آن وجود داشته باشد. ناپیوستگی، حدود چپ و راست  ةدر هر نقط. 2

 ناپیوسته مجانب قائم نداشته باشد(

1xاگر  .3 aآنگاه ،f 1ةباید دو نقطx حد راست و اگرnx bآنگاه ،f ةباید در نقطnx 

 حد چپ داشته باشد.
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 مثال:   f t tای پیوسته است.‌قطعه ،بازه روی هر 

 

 

 
 

 مثال:  2

1
f t

t
  روی ,11 پیوسته نیست(ای ناپیوسته است ‌قطعه( 

 

 

 

 
 

 :تعریف f t  0,از مرتبه نمایی است، هرگاه اعدادM a که:  موجود باشد به طوری               

  atf x Me  

 

 

 

 

 

 

 

تابع داشته باشید توجه
2te که تابع یک تابع از مرتبه نمایی نیست، چرا

2te  از هر تابعcte 
  .کند‌سریعتر رشد می

 
 
 
 

 

 

 

 نکته
چون مقدارشان در آنجا ای پیوسته نیستند، ‌توابعی که مجانب قائم دارند، قطعه

 شود.‌نهایت می‌بی

 تذکر
بر fاگر ,a b ای پیوسته باشد، آنگاه عدد مثبتی مانند‌قطعهM                 :وجود دارد که 

   , ,x a b f x M                                                                         
بر fبه عبارت دیگر ,a b .کراندار است 

 

 تذکر
در تعریف فوق اگر   atg t e گوییم ‌باشد، میf ةاز مرتب g :است و می نویسیم 

   f t o g t     

 
 

 

 

g 

g-  

 نکته
و سینوس هیپربولیک و کسینوس ایها ‌توابع نمایی، سینوسی، کسینوس و چندجمله

 هیپربولیک از مرتبة نمایی هستند.
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حدتابع  

 

 

 

 

 

 
 

اگر  مثال:  cosf t t  آنگاه  lim
s

L f t


  را محاسبه کنید. 

   cos cos 2 1
s

f t t L t
s

  


 

 

   

lim lim

lim lim cos

2

2

2

0
1

1 0
1

s s

s s

s
F s

s

s
sF s

s

 

 

 


  


      

خواص تکنیکی تبدیل لاپلاس  

                                                                     :دهیم‌ها را ارائه می‌یکسری تکنیک ،علاوه بر خواص لاپلاس

 های آتی برای حل معادلات دیفرانسیل قسمت( 1

(1     atL e f t F s a    

 (2     1 atL F s a e f t                                                                      

cos2teلاپلاس  مثال: t .را حساب کنید 

 cos2tL e t       

 وجود ندارد پس:  2teابتدا فرض کنید

 cos 2 1
s

L t
s




 

2sهایی که در تبدیل وجود دارد بهsحال  (2ضریبt )کنیم: ‌تبدیل می 

 
 

cos2
2

2

2 1
t s

L e t
s




 
 

 قضیه

فرض کنید تابع  f t ةدر فاصل  ,0 نمایی  ةای پیوسته بوده و از مرتب‌قطعهc  باشد در

 صورت: این

 (1  lim 0
s

F s


         ,      (2      lim 0
s

sF s f


  

داشته باشید توجه) F s  لاپلاس f t )است 
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sin2teلاپلاس مثال: t .را بنویسید   

 
 

sin2
2

1

2 1
tL e t

s


 
 

sin2teلاپلاس مثال: t .را بدست آورید 

 
   

cos cos
sin2

2

1 2 2 1 1
2 2 2 2 1 2 1 4

t t
t t t e e t s

L e t L e L L
s s

 
         

          
         

 

 

2لاپلاس معکوس مثال:

3
4 5
s

s s 
   را بدست آورید. 

 

 

     
1 1 1 1 1

2 2 2 22

2 23 2 1
3 3 3 6

4 5 2 1 2 1 2 1 2 1

ss s s
L L L L L

s s s s s s

    
                 

            
                        

           

cos sin2 23 6t te t e t                                                                             
                       

 

 
 

 

5لاپلاس معکوس مثال:

1
s

                                             را بنویسید.     
!

4
1

5

1
4
t

L
s

  
 

 
 

لاپلاس معکوس مثال:
 

4

1

2s 
                           را بنویسید 

  !

3
1 2

4

1
32

t t
L e

s


  

 
  

. 

  لاپلاس مشتق( 2

 تکنیک دیگری از لاپلاس برای حل معادلات دیفرانسیل است.

 

 

 

 
 

 

 شود(‌سوم بررسی می ة)در این کتاب لاپلاس مشتق تا مرتب

 نکته

    )باز تعریف فرمول جدید(
 !

1
1 1

1

n

n

t
L

ns


  

 
 

 

 قضیه
اگر تابع f t  در فاصلة ,0 پیوسته و از مرتبة نمایی و f t ای پیوسته باشد، ‌قطعه

 در این صورت:      0L f t sF s f    و مشابه حالت فوق برای درجات بالاتر در
 لاپلاس مشتق داریم:

        

          

.

.

.

...

2

1 1

0 0

0 0n n n n

L f t s F s sf f

L f t s F s s f f 

   

   

                                                             



 /  معادلات دیفرانسیل  78

 

لاپلاس مشتق مثال:  cos2f t t را بدست آورید، سپس با استفاده ازآن لاپلاس

 f t .را بنویسید 

 

    

sin cos sin

sin 2

2 2

2
2

4

f t t t t

L f t L t
s

    


   



 

     
 

 
 

cos
2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 2 2
1

4 4 4 4

s s s
sF s sF s F s L t

s s s s s s

   
        

   
 

 مشتق لاپلاس( 3
 

 

 

 

 

 

 
 

 های زیر را بدست آورید.‌لاپلاس مثال:

)الف   sinh ( )
( )2 2 2

1 2
1 1

s
L t t

s s
  

 
)ب                                               

 sin ( )2
2

1
1

L t t
s




                                                           

 را بنویسید. (ب)به عنوان تمرین مشتق دوم قسمت 

                              لاپلاس وارون عبارت مقابل را بیابید.  مثال:  tan 1 1
F s

s

  
  

 
                                                                

 دانیم‌می حل:    L tf t F s  :داریم   
2

2

2

1
1

1 11

sF s
s

s




  




                                                        

       
sin

sin2

1
1

t
L tf t t f t t f t

s t
    


 

 قضیه

ابعفرض کنید ت f t ةدر فاصل ,0 نمایی نیز باشد، در  ةقطعه ای پیوسته بوده و از مرتب

 صورت: این

    

    

        

.

.

.

2

1
n nn

L tf t F s

L t f t F s

L t f t F s





 
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لاپلاس معکوس مثال: 
1
1

s
F s Ln

s

 
  

 
 را بنویسید. 

     1 1F s Ln s Ln s                                                                 

 گیریم: ‌از طرفین مشتق می

  
1 1 1 1
1 1 1 1

L tf t
s s s s

 
         

 

   
t t

t t e e
tf t e e f t

t


 

                                                        

  لاپلاس انتگرال (4

 

 

 

 

 

 مثال:
 

1

2 2

1
L

s s a


  
 

  

 را بیابید. 

 
cos

sin cos
2 2

1
2 20

1
1 1 1

1
t as aL axdx at

s a a a



 
        
 
 

                        

 کسر محاسبه کنیم( ةبالا استفاده نکنیم، باید جواب را با استفاده از روش تجزی ة)اگر از قضی 

   

 

 

 
 

 قضیه

اگر    L f t F s   :داریم    
0

t F s
L f x dx

s
    

نتیجه: 
 

 1

0

tF s
L f x dx

s


 

 
 

 

 تذکر

 
 1

2 0 0

t xF s
L f y dydx

s


 

 
 

  این قضیه را می(‌ توانn ).بار بکار برد 
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 مثال:
 

1
2

1
1

L
s s


  
 

  

 را بیابید. 

     1 1
2 2 0 0 0

1
1 1 1 1

01

t x t
y x x t

tsL L e dy dx e dx e x e t
s s s

 

 
                

    
 

    ،تکنیک بعدی لاپلاس

 f t

t
 زیر توجه کنید: ةباشد؛ به قضی‌می 

 

 

 

 

 

 

 
 

 انتگرال زیر را محاسبه کنید. مثال:

 
sin

sin arctan2 20 0 0 0 2
at a s

dt L at ds ds
t s a a

   
   

          

مقدار انتگرال  مثال:
0

ax bxe e
dx

x

 
 
 .را محاسبه کنید 

                        مطلوب است تبدیل لاپلاس تابع مقابل: مثال: 
sinh2

0

t
x x

g t t e dx
x

      

حل: 
sinh sinh2 2

0 0
1

t t
x xx d x

L t e dx L e dx
x ds x

    
     

    
  

sinh2 حال لاپلاس

0

t
x x

e dx
x کنیم:‌را محاسبه می 

 

sinhsinh

sinh

2

22

0

x

t s sx

xx LL e
xx x

L t e dx
x s s

 

               
 
  

   
2

2 2

1 11 1 3
2 11 2 1s

s s s s

s sLndu Ln
su s

s s s



   

    
       

  


                    

 قضیه

فرض کنید     L f t F s صورت:     . در این
 

 
s

f t
L F u du

t

 
 

 
                                      

نتیجه:                                                           
 

 
0 0

st
f t

e dt F u du
t

 
                                                                                       

 میل کند، داریم: 0sهرگاه در فرمول 
 

 
0 0

f t
dt F u du

t

 

  

 توانستیم حل کنیم(‌( نمی1هایی که در درس ریاضی عمومی )‌کند به حل انتگرال‌)فرمول بالا، ما را کمک می
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  پس داریم:

sinh2

0

3
1 1
2

t
x

s
Ln

x s
L e dx

x s

 
     

 
  

 در پایان خواهیم داشت:   و 

 sinh2
20

3 1 1
3 1 11 1 3 1

2 2

t
x

s
Ln

Ln s Ln s sx d s sL e dx
x ds s ss

  
                   
 
  

  

  ای‌لاپلاس و توابع پله (5

0cبرای   تابع{
0            0 t c 

1                 t c  
   cu t ای واحد معروف است. به تابع پله 

                                              (t)cu  

 
                                                 t  

 

تابع  نمودار مثال:     2 4h t u t u t    0t  .را رسم کنید 

کنیم سپس مقدار تابع را در ‌ها را یکی می‌ای واحد ابتدا دامنه‌برای توابع ترکیبی پله حل:

 کنیم:‌جبری می)یا تفریق( توابع جدا از هم جمع 

ℎ(𝑡) = {

0 − 0 = 0           0 2t    

1 − 0 = 1          2 4t    

1− 1 = 0             4t       

  

  از این رو:

                         (t)h  
  

 

                                                                                                                                                                                                  

 

 

 

4             3           2            1  

1 
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                                                                                                                                                                            پردازیم:‌ای می‌لاپلاس توابع پله ةاکنون به محاسب

}اگر 
0            0 t c 

1                 t c  
   cu t ای واحد باشد ‌یک تابع پله 

 آنگاه:
تقسیم   تا  cو انتگرال از  cصفر تا ةای است پس به دو انتگرال از باز‌)چون دو ضابطه

محاسبه کنیم  اشود و اگر انتگرال دوم ر‌که جوابش صفر می  cاول یعنی از صفر تاشود، انتگرال ‌می

 رسیم(                  ‌و جایگذاری کنیم به عبارت زیر می

  
cs

c

e
L u t

s



                                                                             

لاپلاس مثال: 
2

u t

 
 
 

 را محاسبه کنید. 

  حل:

بخش قبل    ةبا توجه به رابط 
2

2

s

e
L u t

s







 
 

 
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 های زیر را محاسبه کنید.‌لاپلاس ،بالا ةبا توجه به نتیج مثال:

 )الف   3 2
2 4

6
2 sL u t t e

s

                                                          

 تذکر

که دامنة تعریف آن  fتوان برای انتقال تابع داده شده‌ای واحد می‌از تابع پله

0t  به اندازة ،c  .واحد در جهت راست استفاده کرد 

 برای مثال تابع تعریف شده توسط:     

     cy u t f t c    {
 0               0 t c     

 f t c        t c          
  

 نتیجه:     

      cs

cL u t f t c e F s   

 انتقال دوم در لاپلاس معروف است: ةقبل به قضی ةنتیج

      1 cs

cL e F s u t f t c     
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 )ب   sin1
12 1

1

se
L u t t

s


  

  
 

                                                      

 )ج              2 2 2

2 2 21 2 3 2 6 2 9L u t t L u t t L u t t t         
 

  

2
3 2

2 6 9se
s s s

  
   

 
                                                                                 

 )د
 

    cos sin
2

1

2
2 2

1 1
21

s

e
L u t t u t t

s s



 






 
    

        
    

 

                   

تبدیل لاپلاس معکوس تابع  مثال: 
 2 4

se
F s

s s






 را بیابید. 

 حل:

 ةاستفاده از تجزی با 
 2

1

4s s 
  به کسرهای ساده داریم:  

  22

1
44

A Bs C

s ss s


 


                                 

0Cکه در آن  ،
1
4

B   ،
1
4

A   :است بنابراین 

   
1 1 1 1

22 2

1
1 14 4

4 4 44 4

s s s
s

s

e e se
L L e L L

s s ss s s

  


  
    

  
            

           
            

   

          

     cos
1 1

2
4 4

u t t u t                                                                

                   

 

 

 

 

 

 
 

 نکته

𝑓(𝑡) راست پیوستهای، از ‌تابع دو ضابطه = {
𝑓1(𝑡)         𝑡 < 𝑎

𝑓2(𝑡)         𝑡 ≥ 𝑎
توان به ‌را می 

 ای به فرم مقابل نوشت:  ‌صورت یک ضابطه

          1 2 1af t f t u t f t f t       

توان به صورت مشابه توابع بیشتر از دو ضابطه را نیز ‌با استفاده از تکنیک بالا می

 به یک ضابطه تبدیل کرد.
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 ای نمایش دهید.‌ای زیر را بصورت تابع پله‌تابع سه ضابطه مثال:

𝑓(𝑡) = {
𝑡             0 ≤ 𝑡 < 𝜋

0             𝜋 ≤ 𝑡 < 2𝜋  
𝑠𝑖𝑛𝑡     𝑡 ≥ 2𝜋         

 

      حل:

       sin20 0f t t u t t u t t       

 لاپلاس توابع متناوب (6
 : تابع متناوب تابعی است که در آن

   :ft D f t T f t     

 

 

 

 

 

 

فرض کنید  مثال:   2f t f t      ، {  
1           0 1t 

−1        1 2t  
  f t   :نشان دهید 

   tanh
1

2
s

L f t
s

                                                                              

 حل:

 قبل داریم:  ةتوجه به قضی با

  
 

1 22 2

0 10
2 2 2

1 1
1

2
1 1 1

s s sst stst

s s s

e e ee dt e dte f t dt
s sT L f t

e e e

   

  

          
    

  

 
 

tanh

2 2 2

2 2 2

1
1 1 1
1 2

s s s

s

s s s s

e e ee
ss

e s s
e e e

 




 

 
       

  
 

 

 

 

 قضیه

اگر f t  0برایt  صورت اگر  نمایی باشد، در این ةای پیوسته و از مرتب‌قطعه f t ةدور 

داشته باشد، آنگاه:   T تناوب  
 

0

1

T
st

Ts

e f t dt
L f t

e








 
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لاپلاس یک تبدیل خطی است و به همین دلیل معکوس دانیم تبدیل ‌همانطور که می

 آن نیز خطی است یعنی:

          1 1 1L F s G s L F s L G s                                               

               

 

  

 
 

 

  به مثال زیر توجه کنید: 

1 1 1 1
2

1 1 1 1 1
1 1 1t L L L L

s s s s s

          
              

       
      

 کنولوسیون _ضرب پیچشی )تلفیقی( ( 7

 زیر توجه کنید:  ةیکی دیگر از خواص تکنیکی لاپلاس ضرب پیچشی است، به قضی

 

 

 

 

 

 

 

  

 ضرب پیچشی دارای خواصی است:

(1 f g g f    

(2    f g h f g h       

(3      f g h f g f h           

(4 1f f    

(4 0 0f    

 تذکر

اما تبدیل معکوس حاصلضرب دو تابع F s و G s  به صورت حاصلضرب تبدیل معکوس
 ها نیست یعنی:‌ن‌‌آ

           1 1 1L F s G s L F s L G s     .  

 

 قضیه

اگر    F s L f t و    G s L g t 0دو به ازای  هرs a   ،وجود داشته باشند

sآنگاه  a ,          H s F s G s L h t   

آن  که در         
0 0

t t

h t f t x g x dx f x g t x dx      که تابعh  به کنولوسیون

f وg معروف است و آن را باh f g  توان نوشت:‌دهیم و می‌نشان می 

           
0 0

t t

f t g t f x g t x dx g t f t x dx       
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با بکار بردن انتگرال تلفیقی تبدیل معکوس تابع  مثال: 
 2 2 2

a
H s

s s a



 را پیدا کنید. 

 حل:                                                              

 
 

   2 2 2

1 a
H s F s G s

s s a
   


   

    1
2 2

1 1
F s f t L t

s s

  
    

 
                                                    

 
 

 
 

sin1

2 2 2 2

a a
G s g t L at

s a s a


  

    
   

                    

       sin
0

t

h t f t g t t x axdx     

 انتگرال طرف راست داریم: ةگیری جز به جز و محاسب‌با بکار بردن انتگرال

  
sin
2

at at
h t

a


                 

 کسرها( ة)با استفاده از تجزی روش دوم:

 
 2 2 2

a
H s

s s a



 

 
 

   sin2 2 22 2

1 1a a
H s h t at at

a s as a

 
     

  

                               

         

 

 

 

 

  را محاسبه کنید. زیرلاپلاس معکوس  ثال:م
 

1
22 1

s
L

s



 
 
 

  

 

                   حل: 
 

cos sin1 1
2 2 22

1
1 11

s s
L L t t

s ss

 

 
   

      
    

  

 قضیه

     این بار تعریفی از کنولوسیون است:

        L f t g t F s G s    

        1L F s G s f t g t     
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تابع  مثال: f t t t  .را بدست آورید 

  حل:

        1f t g t L F s G s     

!

3
1 1

2 2 4

1 1 1
3
t

t t L L
s s s

    
       

   
                                                 

حل معادلات به کمک تبدیل لاپلاس  

ت قبل گفته شد، به حل هایی که در قسم‌قصد داریم به کمک تکنیک قسمتین ادر 

 معادلات دیفرانسیل بپردازیم. 

 گیرند:‌معادلاتی که مورد بحث قرار می

 معادلات خطی با ضرایب ثابت ناهمگن .1

 معادلت خطی با ضرایب غیر ثابت  .2

 معادلات انتگرالی .3

  کنیم:‌بررسی مینوع اول را در یک مثال 

 زیر:  ةمطلوب است حل معادل مثال:

5 6 2 ty y y e                                                                                     
شرایط اولیه :   0 1y  و      0 0y              

  حل:

 گیریم:      ‌می از طرفین لاپلاس

       5 6 2 tL y L y L y L e     

 𝑠2𝐿{𝑦} − 𝑠𝑦(0) − y  (0) − 5 [𝑠𝐿{𝑦} − 𝑦(0)] + 6 𝐿{𝑦} = 𝐿 {2 te 
} 

                            

با در نظر گرفتن   L y Y s :خواهیم داشت 

       2 22 2
5 6 1 5 6 1

1 1
s s Y s s s Y s

s s
        

 
                      

حال طرفین را به ضریب Y s کنیم:‌تقسیم می 

 
   22

2 1
5 61 5 6

Y s
s ss s s

 
   

                                                   

 
      

2 1
1 3 2 3 2

Y s
s s s s s

 
    

 

1               0 
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 کسرها و تعیین ضرایب خواهیم داشت: ةتجزیبا 

 

1 1 2 1 3 5
1 16 2 3 6 2 3

1 3 2 3 2 1 3 2
Y s

s s s s s s s s




       
       

             

 گیریم:‌حال از طرفین تبدیل لاپلاس معکوس می  3 21 3 5
6 2 3

t t ty t e e e   

صورت دسته اول ه توانیم تمام معادلاتی که ب‌سپس در حالت کلی با تبدیل لاپلاس می

  ، حل کرد.)غیرهمگن( دوم)یعنی ضرایب ثابت و با طرف هستند 

 صورت است که:  تکنیک حل همانطور که در مثال قبل بررسی شد به این

 گیریم.‌از طرفین لاپلاس می .1

 کنیم.‌داده شده را اعمال می ةشرایط اولی .2

بندی و دو طرف یک طرف کردن، ‌پس از دسته. 3 Y s داریم.‌را در طرف اول نگه می 

های دیگر ‌کسرها یا تکنیک ةشود، با استفاده از تجزی‌عبارتی که در طرف دوم ایجاد می .4

 کنیم.‌مرتب می

 گیریم، جواب بدست خواهد آمد.‌لاپلاس معکوس می ،در انتها از طرفین .5

 زیر را به کمک تبدیل لاپلاس حل کنید.  ةبا شرایط اولی ةمعادل مثال:

cos6 2y y y t       و: شرایط اولیه      0 0 0y y   

                                                                                 حل:     cos2 6 2s s L y L t    

 
   

2

2 2
4
6 4 3 2

s

ssL y
s s s s s

 
    

 

                      کسرها خواهیم داشت:  ةبا تجزی  2 4 3 2
As B C D

L y
s s s


  

  
 

 شود: ‌با تعیین ضرایب جواب نهایی بدین صورت مشخص می

  sin cos3 23 1 1 5
2 2

65 20 26 52
t ty t e e t t                                               

 له را پیدا کنید.أبا استفاده از تبدیلات لاپلاس جواب مس مثال:

     4x t x t f t    

 : شرایط اولیه 0 1x    و   0 0x   
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له را حل أتوان این مس‌های قبل نمی‌های فصل‌داشته باشید طرف دوم تابعی گسسته است و با روش توجه)

 کرد(

 f t 
{
 
 

 
 4t       0 1t 
4                       1t 

  

 حل:

ای‌ابتدا تابع دو ضابطه f t کنیم: ‌ای تبدیل می‌را به یک تابع تک ضابطه 

         

  

1 1

2 2

4 4 4 4 4 1

4 4 s

f t t t u t t t u t

L f t e
s s



     

 
                                             

معادلهاکنون از طرفین      4x t x t f t   گیریم. داریم: ‌لاپلاس می 

      4L x L x L f t                                                                        

𝑠 2 𝐿{𝑥} − 𝑠𝑥(0) − x  (0) + 4 𝐿{𝑥} = 4
𝑠
2
−
4
𝑠
2
𝑒−𝑠 (𝑠2 + 4 ) 𝐿{𝑥} − 𝑠 

2 2

4 4 se
s s

                                                                                           

 
    22 2 2 2

4 4
44 4

s s
L x e

ss s s s

  
 

 

 کسرها داریم: ةبا استفاده از تجزی

  2 22 2

4 1 1
44 s ss s

 


 

 بنابراین:

  2 2 2 2 2

1 1 1 1
4 4 4

s s
L x e

s s s s s

 
     

   
 

 فوق: ةو با گرفتن لاپلاس معکوس از معادل

         sin sin cos1 1

1 1
2 1 2 1 2

2 2
x t t t t u t t u t t                            

 یعنی معادلات دیفرانسیل با ضرایب تغییر را با استفاده از یک مثال، حال نوع دوم 

 .کنیم‌بررسی می

 

1               0 
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 دیفرانسیل زیر: ةمطلوب است حل معادل مثال:

1tty ty y e      

: شرط اولیه  0 0y   

 حل:

 گیریم:‌طرفین معادله لاپلاس میاز 

       

         

             

           

2

2

1

1 1

1 1
1 0 0 0

1
1 1

1 2
1

t

t

L ty L ty L y L e

L y L y L y L e

s L y sy y sL y y L y
s s

sL y s L y L y sL y L y
s s

    

            

             

            

 

دهیم‌قرار می   L y Y s :داریم ، 

    2 1 1
2

1
Y s s s sY s

s s
     


                                                          

   
   

22

2 1 1
1 1 1

Y s Y s
s s s s s

   
  

                                                

 کنیم: ‌اول ایجاد شده را حل می ةمرتب ةحال معادل

   
2

21 1
ds

ss e s                                                                             

   
2

12

1 1
1

s
Y s s ds c

s s

 
    

 
                                                    

 
     

1
12 2 2

1 1 1

1 1 1

c
Y s c

ss s s s

 
    

   
                                             

  کسرها و تعیین ضرایب داریم: ةپس از تجزی

   
   

1
2 2

1 1 1
1 1 1

c
Y s

s s s s


   

  
                      

 گیریم: ‌از طرفین لاپلاس معکوس می

                                 11 1t ty t e c te                                   
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 نوع معادلات انتگرالی معادلات دیفرانسیل از  

آن انتگرال تابعی مجهول یا ترکیب مشتق تابع مجهول و انتگرال  یک معادله که در

 گوییم.‌می انتگرالی ةمعادلحاصلضرب توابعی معلوم و مجهول باشد را 

 

 

 
 

 را حل کنید. زیرمعادله انتگرالی  مثال:

    2

0
1 2

t
uf t f t u e du    

  حل:

 کنیم.‌از تکنیک انتگرال تلفیقی استفاده می

     2 2

0
1 2 1 2

t
u tf t f t u e du f t e                                       

 گیریم:   ‌از طرفین لاپلاس می

   

    2 2

1 1
2

2
2 1 2 1 2

1
2

F s F s
s s

s
F s F s

s s s s s

  


 
      

 

 

 گیریم:‌حال از دو طرف لاپلاس معکوس می

  1 2f t t   

حل دستگاه به روش تبدیل لاپلاس 

دستگاه های تکنیکی تبدیل لاپلاس از هر معادله ‌در این روش با استفاده از ویژگی

کنیم. سپس با حل این ‌تبدیل لاپلاس گرفته و دستگاه را به یک دستگاه جبری تبدیل می

  .آوریم‌دستگاه و استفاده از تبدیل معکوس، جواب دستگاه معادلات را بدست می

 کنیم.‌با مثالی این نوع حل دستگاه معادلات دیفرانسیل را بررسی می

 دستگاه معادلات زیر را حل کنید. مثال:

: شرایط اولیه       ,0 0 0 0 1x x y     

2 0

3 0

x y y x

x x y y

    

     

 

 تذکر

 است. حل معادلات انتگرالییکی از کاربردهای مهم انتگرال تلفیقی، 
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  حل:

 با استفاده از تبدیل لاپلاس داریم:

       

         2

1 2 0

3 1 2 0

sL x sL y L y L x

s L x sL x sL y L y L x

    


     

                                    

       

       2

2 1 1

3 2 1 1

s L x s L y

s s L x s L y

   
 

    

 

 حال با استفاده از حل دستگاه:

  2

2 1
1 2

3 2 1

s s
s s s

s s s

 
     

  
 

1 1
2

0 1x

s

s


   


       ,         

2

2

2 1
2

3 2 1y

s
s

s s


    

 
 

 
  

  22 1 2 1
1 2

1 2 1 2
t tx

L x x t e e
s s s s s s


        
     

             

 
 

 
2 2 1

2
1 1

ty s
L y y t e

s s s s

 
      
  
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sec2اول ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل. 1مثال 2y x   .را حل نمایید  

 انتگرال بگیریم.برای حل معادله، کافیست از طرفین معادله دیفرانسیل فقط یک بار  حل:

 sec sec sec 12 2 2
dy

y Lnx x Lnx x dy Lnx x dx C
dx

            

  sec tan 1

1
2 2

2
y x xLnx x Ln x x C         ,    1   

دیفرانسیل  ةهای معادل‌یک پارامتری از جواب ةرا یک خانواد (1) ةرابط ،رو از این

 باشد.‌یک ثابت اختیاری می 1C گویند که در آن‌می

2دوم  ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل .2مثال

1
1

y
x

 


 را حل نمایید. 

 دیفرانسیل فقط دو بار انتگرال بگیریم. ةکافیست از طرفین معادل برای حل معادله، حل:

tan 1
1 12 2 2

1 1 1
1 1 1

dy
y dy dx C y x C

x dx x x


          

     

 tan tan1 1
1 1 2

dy
x C dy x C dx C

dx

          

  

 II
⇒                             tan 1 2

1 2

1
1

2
y x x x Ln x C x C          ,     I       

tan
tan tan

1
1 12

2

1
1

1

dx
u x du

xdx uv vdu x x dxx
x

dv dx v x



 


   

     
   

    

 tan tan1 1 21
1

2
xdx x x Ln x          ,   II  

ةبنابراین رابط I گویند ‌را یک خانواده دو پارامتری از جوابهای معادله دیفرانسیل می

 باشند.‌دو ثابت اختیاری می 1C  ،2Cپارامترهایکه در آن 

 

 

 

 

 

 
 

 نکته
دوم به صورت  ةبرای حل معادلات دیفرانسیل مرتب     p x y p x y R x     که قابل

بیان به فرم     
d

p x y R x
dx

   :می باشند، خواهیم داشت 

             
d

p x y R x d p x y R x dx C p x y R x dx C
dx

            

 

 
 

 

 

R x dx C R x dx Cdy
y x dx C

dx p x p x

 
    

 
  



 /  معادلات دیفرانسیل  96

 

2دوم  ةمعادله دیفرانسیل مرتب .3مثال 2xyy xy y   .را حل نمائید 

دیفرانسیل را به فرم  ةابتدا معادل حل:    
d

p x y R x
dx

  آوریم: ‌در می 

 
2

2 2 2 2
2

1 1yy y d y
xyy xy y x yy y y

y x dx y x

   
            

 
 

1y y
d dx C Lnx C

y x y

  
      

 
   

 
1

dy Lnx C dx C Lny xLnx x Cx C
y

            

 1x

x

A

y
Lny Lnx C x C Ln Ax C

x

 
         

 
 

Ce BAx C x Ax C Ax x

x

y
e y x e e y Be x

x

              ,       I       

ةبنابراین رابط I گویند. ‌دیفرانسیل می ةهای معادل‌دو پارامتری از جواب ةرا یک خانواد

 باشند.‌دو ثابت اختیاری می  Bو Aآن  که در

 

 

 

 
 

2 اول ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل .4مثال 0y   دوم  ةدیفرانسیل مرتب ةو معادل

2 0y   ة دیفرانسیل مرتب ةو همچنین معادلn ام  2 0n
y    دارای جواب

 کنند.‌در این معادلات صدق نمی  xباشند یعنی هیچ تابع حقیقی از ‌نمی

اول  ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل .5مثال 
2 4 0y y   دوم  ةمرتب ةو معادل 

2 2 0y y   

ام ‌nة دیفرانسیل مرتب ةو همچنین معادل  
2

6 0n
y y   0فقط دارای یک جوابy  

 های شامل ثابت دلخواه نیستند.‌باشند، ولی دارای جواب‌می

 

 

 نکته
باشد و بعلاوه معادلات دیفرانسیل ‌هر معادلة دیفرانسیل لزوماً دارای جواب نمی

ها بیشتر از ‌های شامل پارامترهای اساسی آن‌ای نیز وجود دارند که جواب‌ساده
 باشند.‌مرتبة معادله دیفرانسیل می

 نکته

های متوالی که ‌توان با استفاده از روش تخمین‌ها را می‌قضیة وجود و یگانگی جواب

 به روش تکرار پیکارد معروف است اثبات نمود.
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 با مقدار اولیه ةبا استفاده از روش تکرار پیکارد، مسأل .6مثال 0 1y  , y y   را حل

 ید.ینما

دیفرانسیل  ةانتگرال متناظر با معادل ةمعادل حل: ,y f x y y   :عبارت است از 

          , ,
0

0 1 10
1

x x

n n n n
x

y x y f t y t dt y x f t y t dt        

        ,0 1
1 00 0

1 1 1 1 1
x xy x

ifn y x f t y t dt dt x


          

        ,
! !

1

1 2
1

2 10 0
2 1 1 1 1

1 2

x xy x x x x
ifn y x f t y t dt t dt

 
          

 
    ! ! ,

! !

1 2

2
1 21

1 2
3 20

3 1 1 1
1 2

x x
y x x x x

ifn y x f t y t dt dt
    

        
 

  

! ! !

1 2 3

1
1 2 3
x x x

     

      , 1 10 0
1 1

x x

n n ny x f t y t dt y t dt       

 
...

! ! !

1 2 1

0
1 1

1 2 1

n
x t t t

dt
n

 
        

  

     lim
!0

n
x x

n
n

n

x
y x y x e y x e

n






    

...
! ! ! !

1 2

0

1
1 2

n kn

k

x x x x

n k

       

ها به‌جواب ةاین دنبال ،بنابراین  xy x e باشد.‌همگرا می 

 ةجواب خصوصی معادل. 7مثال 1 x xe y y ye    را تحت شرایط اولیه 0 1y  

 بیابید.

  .اول از نوع جداشدنی است ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل حل:

 رو داریم: از این

     1 1 1x x x xdy
e y ye e dy y e dx

dx
        

1 1
1 1 1 1 1

x x x x

x x x x x

dy e dy e dy e e
dx dx dx

y e y e e y e e

   
          

       
   

   1 1x xLn y Ln e Ln e Ln C        
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   
2 2

1 1

x x

x x

Ce Ce
Ln y Ln y

e e

 
    
  
 

 

 

   
0 1

2 2

4
1 4

1 1

x x
y

x x

Ce e
C y

e e


     

 
 

جواب عمومی معادله دیفرانسیل مرتبه اول . 8مثال cosy x y   .را بیابید 

uبا قرار دادن  حل: x y  1و از آنجاu y    :در معادله خواهیم داشت 

   cos cos cos1 1
du

y x y u u u
dx

         ؛    cos sin21 2
2
u

u   

sin cot

sin

2 2

2

1
2 1

2 2 22
2

du u du u
dx du dx

udx

 
       

 
   

cot cot
2 2

u x yu x y
x C x C  

       

اول  ةدیفرانسیل مرتب ةجواب عمومی معادل. 9مثال
y

y
x xy

 


 را بیابید. 

با فرض  حل: ,
y

f x y
x xy




0t، به ازای هر پارامتر دلخواه     :داریم 

 
  

 , ,0 0

2
0

ty ty ty y
f tx ty t t f x y n

tx t xy x xytx tx ty tx t xy

 
           

 

پس تابع  ,f x y دادن رو با قرار باشد. از این‌صفر می ةهمگن از درجy ux  و از

yآنجا  u xu   در معادله داریم: 
dy dy

y ux y u xu u x dy udx xdu
dx dx

               ,    I  

 I

⇒    2x x u udx xdu uxdx     

 y
y x xy dy ydx

x xy
    


 

     1 1x u udx xdu uxdx u udx xdu udx       

 1udx xdu u udu udx x u du u udx        



 99  / های تکمیلی تمرین  

 

 

1 1 1 1u dx
dz du dx

x u xu u u u

  
     

 
   

1
3 2
2 1

1
2

u
u du Ln x C Ln u Ln x C

u


 

        
  
  

y
u

x


⇒     
2 y

Ln Ln x C
xy

x

     

3xاول  ةدیفرانسیل مرتب ةعمومی معادلجواب  .10مثال y
y

x y


 


  را بیابید. 

داده شده از نوع همگن است  ةهرجمله برابر یک است لذا معادل ةتوجه به اینکه درج باحل:

yقرار دادن  از این رو با zx  و از آنجاdy zdx xdz  :در معادله خواهیم داشت 

        
3

3 3
x y

y x y dy x y dx x zx zdx xdz x zx dx
x y


          


 

     21 1 3 3z zdx xdz z dx zdx xdz z dx zxdz dx zdx            

   
 

2
2

1 1
1 2 1

1

z
x z dz z z dx dz dx

xz


       


 

 

   
2 2

1 2 1 1 2
11 1

z
dz dx dz Ln x C

x zz z

  
       

   
    

2 2
1 1

1 1

y
z

x
y

Ln z Ln x C Ln C Ln x
yz x

x



          




 

2 2x x
Ln x y Ln x C Ln x Ln x y C

x y x y
         

 
 

1اول  ةدیفرانسیل مرتب ةجواب عمومی معادل. 11مثال
2 2 3

x y
y

x y

 
 

 
 را بیابید. 

1توجه به اینکه دوخط  با حل: 0x y   , 2 2 3 0x y    د، از این هستنباهم موازی

uرو با قرار دادن  x y   1و از آنجاu y    :در معادله داریم 
1 1 3 4

1 1
2 3 2 3 2 3
u du u u

u du dx
u dx u u

   
         

   
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1
2 3 2 3
3 4 3 3 4
u

du dx du dx
u u

 
  

      
    

 

   

2 1
3 4 6 3 4 9

3 9
u Ln u x C u Ln u x C           

y x y 
⇒                6 3 3 4 9x y Ln x y x C       

 ةجواب عمومی معادل. 12مثال   sin cos sin 2 0y x yx x dx x x y dy    .را بیابید 

 توجه به معیار کامل بودن معادله داریم:  با حل:

 

 

sin cos sin cos

sin sin cos2

M
y x yx x x x x

M Ny y

y xN
x x y x x x

x x

 
      

 
      

  

 

توجه به  دیفرانسیل کامل است و با ةمعادل ،از این رو ,
f

M x y
x





 خواهیم داشت: 

         , , sin cosf x y M x y dx g y y x yx x dx g y     
   cos sin cos siny x xy x y x g y xy x g y        

توجه به  از طرفی با ,
f

N x y
x





 داریم:  

    , sin sin 2
f

N x y xy x g y x x y
y y

 
    

 
 

     sin sin 22 2x x g y x x y g y ydy g y y C          

 جواب عمومی معادله عبارتست از:  ،بنابراین

 , sin 2 0f x y yx x y C     

مقدار را طوری بیابید که تابع  .13مثال ,
1

a

y
x y

x



 ساز برای ‌یک عامل انتگرال

اول  ةدیفرانسیل مرتب ةمعادل 3 1 2 0y xy   .باشد 

اگر حل: ,
1

a

y
x y

x



 ةساز معادل‌عامل انتگرال  3 1 2 0y dx xdy    باشد، آنگاه

 داریم:

   
1 1
3 1 2

a a

M N y y
y x

y x y x x x

        
         

      
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 
  

2

13 1
2 1a

a

y
x y

y x x


   

    
   

 

 
     

6 1
2 1 1 6 2 1 4a

a

y
a x y a a

x




            

 ةجواب عمومی معادل. 14مثال  2 24 9 4 9xdy ydx x y xdx ydy    .را بیابید 

2عبارت  ابتدا طرفین معادله را بر حل: 24 9x y رو داریم: کنیم، از این‌تقسیم می 

 

2

2 22 2
2

2

4 9
94 9 34 1 4 1
4 2

xdy ydx

xdy ydx xdy ydx xxdx ydy
yx y y

x
x x



 
   

          
     

 

tan 1

2 2 2

3 3
1 32 2
6 23 3 3

4 1 6 1 6 1
2 2 2

y y y
d d d

yx x x
d

xy y y

x x x



     
                   

             
            
               

 

 گیری از طرفین آن داریم:‌آید. لذا با انتگرال‌بینیم معادله به فرم زیر در می‌می

       tan tan2 2 1 2 2 19 1 3 3
2 12 27

2 6 2 2
y y

d x d y d d x d y d
x x

       
          

      
 

    tan tan2 2 1 2 2 13 3
12 27 12 27

2 2
y y

d x d y d C x y C
x x

     
           

    
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نکته

به صورت  yاگر معادلة خطی بر حسب    y p x y q x    باشد، آنگاه با انتخاب عامل

ساز‌انتگرال 
 p x dx

x e جواب عمومی آن به فرم ، 
 

    1
y x q x x dx C

x



  

 باشد.‌می
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 ةجواب عمومی معادل .15مثال 2 2

1
1 2

1
x y xy

x
  


 را بیابید. 

صورت ه با نوشتن معادله ب حل:
 

22 2

2 1
1 1

x
y y

x x
  

 
خطی  ةیابیم، معادل‌در می 

ساز و در نهایت جواب عمومی آن به فرم زیر ‌رو عامل انتگرال اول است از این ةمرتب

 باشد.‌می

 
   

   
2

2

2
1 21 1

x
dxp x dx Ln x

xx e e e x x 


       

 
 

    
 

 
 

2
22 2

1 1 1
1

1 1
y x q x x dx C x dx C

x x x




 
     
  
 

    

   
tan 1

22 2

1 1
11 1

x C
dx C

xx x

  
   

   
  

 ةجواب خصوصی معادل .16مثال cos sin 1y y y x     را تحت شرایط اولیه

 0
6

y


 .بیابید 

sinuدادن  با قرارحل:  y  و از آنجا cosu y y   :در معادله خواهیم داشت 

1u u x     

 
 

 
p x dx dx x xx e e e x e        

 نکته

اگر   0q x   باشد، در ابن صورت معادلة خطی   y p x y q x    تبدیل به معادله

 شود.‌جداشدنی می

 از این رو برای حل آن داریم:

     0
dy dy

y p x y p x y p x dx
dx y

           

   
 

 
 p x dx C p x dxCLny p x dx C y x e y x e e

            
Ce C



⇒      
 p x dx

y x Ce
   
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 
 

       1 1
1 x

x
u x q x x dx C x e dx C

x e



       

sinu y
⇒        sin sin 1x xy x Ce y x Ce         x xe xe C   

  sin sin0 11 1
0 0

6 6 2 2 x
y Ce C y x

e

    
         

 
 

3اول  ةدیفرانسیل مرتب ةجواب عمومی معادل .17مثال 32 16y xy x y    .را بیابید 

2zو سپس با جانشینی  3yبا تقسیم طرفین معادله بر حل: yدیفرانسیل خطی  ة، معادل

         آید.‌به صورت زیر بدست می Zبرحسب 
2

3
3 2 3 3

2
2 16 4 32z y

z y y
y y xy x z xz x





 

 
        

 
  24 2p x dx xdx xx e e e

      

 
 

     
2

2

3 2

2

1 1
32 x

x
z x Q x x dx C x e dx C

x e







    
    

2z y
⇒     

22 2 28 4 xy x Ce       

 
2 2 22 2 2 28 4x x xe x e e C      

دیفرانسیل  ةجواب عمومی معادل .18مثال  31
1y y Lnx y

x
    .را بیابید 

2zو سپس با جانشینی 3yبا تقسیم طرفین معادله بر حل: y  دیفرانسیل  ةمعادل

        آید.‌به صورت زیر بدست می Z  خطی برحسب

 
2

3
3 2

2

1 2
1 2 1z y

z y y
y y y Lnx z z Lnx

x x





 

 
          

 
  2

2
2 2dxp x dx Lnx Lnxxx e e e e x       

 
 

      2
2

1 1
2 1z x Q x x dx C x Lnx dx C

x x



      
  

2z y
⇒      2

2

2 2
1

3 9
C

y x Lnx x
x

              

 3 3
2

1 2 2
1

3 9
x Lnx x C

x

 
     

 
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اول ةدیفرانسیل مرتب ةجواب عمومی معادل .19مثال
2xy xyLny xye    .را بیابید 

با نوشتن معادله به فرم حل:
21 xy xLny xe

y

     و قرار دادنu Lny  و از آنجا

y
u

y


  برنولی ةمعادله به معادل

2 2xu xu xe u    با تقسیم  ،شود از این رو‌تبدیل می

1و سپس با جانشینی 2uطرفین معادله بر 1nz u x    :خواهیم داشت 
12 2

2
2 1 z ux x

z u u
u u xu xe z xz xe





   

 
        

    
 

exp
21

2
xp x dx xdx

x p x dx e e e       

 
 

   
2 2

2
1 1
2 21 x x

xz x Q x x dx C e xe e dx C
x







 
      

 
   

2 2 2 21 1 1 1
2 2 2 2

x x x x

e xe dx C e e C
      

       
   
  

u Lny
⇒       

2

2

1
2

1
2

x

x

e
Lny

C e



 

 
 

   

2 2 2
2

1 1 1
1 2 2 21x x x

xz u Ce e e C e
u

  
 

 
      

 
 

3دیفرانسیل ةجواب عمومی معادل .20مثال 22 1
y x y y

x x
     را با فرض  2

1y x x  

 بیابید.

2با قرار دادن  حل: 1
y x

u
    22و از آنجا

u
y x

u


    :در معادله خواهیم داشت 

 نکته

برای حل معادلات دیفرانسیل به فرم          nf y y f y p x q x f y    

که به معادلة برنولی تعمیم یافته معروف است با قرار دادن    u x f y  و از

آنجا   u f y y   توان آن را به یک معادلة برنولی برای تابع ‌در معادله، می

 u x   به فرم    nu p x u q x u   .تبدیل نمود   
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2
3 2 2

1 2

2 1 1 1
2

u
x x x x

u x u x u

    
           

   
 

   

3 3
1 2 2

2 2 1 2 1
2 2 2

q xp x

u x
x x x x u x

u xu u xu x x

 
 

             
  
 

 

اول با تابع  ةدیفرانسیل حاصله، خطی مرتب ةمعادل u x باشد؛ از این رو داریم: ‌می 

 
  2 2 2 2

2
2

2 2
xp x dx Lnx x Lnx x xxx e e e e e x e

 
 

       

 
 

      
2

22

1 1 x

x
u x q x x dx C xe dx C

x x e



       

2

2

2 22 2

1 1 2
2 2

x
x

x x

e C
e C

x e x e

 
   

 
 

2C C 
⇒         

2

2

2
2 2 x

x

x e
y x x

e C
  


   

 
 

  2

2

2 2

2

1 1

2

2

x

x

y x x y x x
u x e C

x e

      


 

اول   ةدیفرانسیل مرتب ةجواب عمومی معادل .21مثال tan 1 22y xy xy   .را بیابید 

yبا قرار دادن  حل: p  گیری از طرفین معادله نسبت به‌و مشتق x  :داریم 

 tan
2

1 2
2 4

2
2 2 2

1
P xPP

y xP xP y P xP
x P

 
      


 

y p 
⇒     

 
 

 
2 4 2 4

2 2
2 2 2 0

1 1

P P xP P P xP
P P xP P xP

x P x P

  
       

 
 

  2 42 1 0 2 0 2
1

P dP
P xP x P xdP Pdx

x P dx

 
         

 
 

22
2

dP dx
LnP Lnx Lnc P x c

P x
           

 آید.‌در دستگاه زیر جواب عمومی معادله بدست می ،P با حذف ،از این رو

 tan
tan tan

1 2
1 1

2

2
2 2

y xP xP c
y x c cx c

xxP c



 
  

     

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yاول  ةدیفرانسیل مرتب ةجواب عمومی معادل .22مثال y Lny  .را بیابید 

yقابل حل است پس با قرار دادن y چون معادله برحسب حل: P  گیری از ‌و مشتق

 داریم: xطرفین معادله نسبت به 

 1
dy dP dP

y PLnP LnP dy LnP dP
dx dx dx

        

 
1

1y P

dy Pdx

LnP
Pdx LnP dP dx dP

P






       

21 1
2

LnP
x dP c Ln P LnP c

P P

 
       

 
  

21جواب عمومی پارامتری معادله به فرم ،از این رو
2

x Ln P LnP c

y PLnP


  


 

 باشد.‌می 

اول  ةدیفرانسیل مرتب ةجواب عمومی معادل .23مثال   1 1 0y y y y      را

 بیابید.

yیاyمعادله برحسبچون  حل:   2قابل حل نیست پس با انتخابty e  ،2ty e    که

 جداشدنی زیر خواهیم رسید. ةانجامند، به معادل‌به ارضاء معادله می

2

2

2
2 2

2 2

t

t

t
y et t

t tdy e dt

dy dy e
y e e dx dx dt

dx e e

 

 
         

4 41
4

t tdx e dt c x e c         

 آید.‌، در دستگاه زیر جواب عمومی معادله بدست میtبا حذف  ،از این رو

2

2 2

4

1
12 4 4

1 4
4

t

Lny

t

y e t Lny

x e c y x x

x e c


  

     
  


 

21yةجواب عمومی معادل .24مثال xy y     را تعیین نموده، و پوش جواب عمومی

 را بیابید.

21yمعادله از نوع کلرو است و جواب عمومی آن به فرم حل: cx c   باشد، از ‌می

 برای یافتن جواب غیرعادی معادله باید پوش جواب عمومی را بیابیم. ،این رو
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 2 2 2

2 2 2
0 1

1 1 1
c

c c x
F x x c x c c

c c x
         

  

 

بدست )جواب غیرعادی معادله( فوق پوش جواب عمومی  ةبین دو رابط C با حذف پارامتر

 آید.‌می
2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
1

1 1 1 1 1

x x x x
y x

x x x x x

    
        

       

 

2 2 2 2 21 1 1y x y x y x          

ساعت مقدار  5رادیواکتیو در اختیار داریم پس از  ةمیلی گرم از یک نوع ماد 100 .25مثال

 رسد. ‌گرم می‌میلی 76.91آن به 

 عمر آن را محاسبه کنید. ةب( نیم                    بیابید.  tالف( مقدار ماده را در زمان 

 :حل الف

 فرض کنید y t رادیواکتیو در زمان  ةجرم مادt و k  ثابت تحلیل باشد، در این صورت

 توان نوشت:‌طبق قانون تحلیل مواد رادیواکتیو می

𝑦(𝑡) = 𝑦. 𝑒−𝑘𝑡  
𝑦.=100
⇒   𝑦(𝑡) = 100𝑒−𝑘𝑡 

   / / / /5 5 55 76 91 100 76 91 0 7691 0 7691k k ky e e Lne Ln          

 
 

   //
/ /

0 052510 7691
5 0 7691 0 05251 100

5
tLn

kLne Ln k y t e


         

  حل ب:

 بنامیم آنگاه داریم: T  رادیواکتیو را ةعمر ماد ةاگر نیم

       / / /
/ /

0 05251 0 05251 0 05251100
100 0 5 0 5

2
T T T

e e Lne Ln
  

      

   
 /

/ / .
/

0 5
0 05251 0 5 13 20

0 05251

Ln
T Ln T       

0tاگر در زمان  .26مثال   0جسدی دارای دمای در زمان مرگ و باشد dtدمای جسد ،

d سانتیگراد باشد. آنگاه تخمین زمان  37فارینهایت یا  ةدرج 6/98 با مقدار طبیعی

 مرگ را بیابید.

 ةبا توجه به رابط حل:  ktt T ce    و شرط اولیه  00   :داریم 

     0
0 0 0 00 ktT ce c T t T T e                   
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 1tگیری مجدد دمای بدن در زمان ‌توان با اندازه‌می ،رو نامعلوم است از این kاما مقدار 

را تعیین نمود. برای این منظور اگر   kمقدار 1 1t :آنگاه داریم ، 

     1 1
1 1 0 1 0 1

kt kt
t T T e T e T      

          

1 1 1 1
1

0 0 1 0

1kt T T T
e kt Ln k Ln

T T t T

  

  

   
      

  
 

85حال اگر دمای اولیه جسد F 74و دو ساعت بعد F 68و دمای محیط F  باشد

 آنگاه: 

/ 11

1 0

1 1 74 68
0 5207

2 85 68
T

k Ln Ln hr
t T





 
    

 
 

 ةلأبا توجه به فرض مس d dt  تخمین زمان مرگ  ةبرای محاسب ،باشد، از این رو‌می

 داریم:

/
/

/0

1 1 98 6 78
1 129

0 5207 85 68
d

d

d

T
k Ln t Ln

t T





 
      

 
 

 یک ساعت و هشت دقیقه بعد از مرگ کشف شده است. پس جسد تقریباً 

sinمقدار انتگرال  .27مثال cosh2 0
I x xdx



  .را به کمک تبدیل لاپلاس بیابید 

 ةبا توجه به رابط حل:   
0

axe f x dx F a


  :و خواص تبدیل لاپلاس داریم 

sin cosh sin2 0 02

x xe e
I x xdx L x

s


   

    
  

  

   
sin sin 2 2

1 1 1 1 1 1
0 02 2 2 21 1 1 1

x xL e x e x
s ss s


   

                  

 

 توابع ساین، کساین و نمائی  

 نمایش  ,  , توابع ساین، کساین و نمائی را به ترتیب با نمادهای

 کنند.‌به صورت زیر بیان می دهند و‌می

                            )3
t

x

e
Ei t dt

t




 
 

اگر .28مثال Si x  تابع ساین باشد، آنگاه ثابت کنیدsin
tan 1

0

1 1x t
L dt

t s s

 
 

 
. 

 Si x Ci x Ei x

 
sin

)
0

1
x t

Si t dt
t

   
cost

)2
x

Ci t dt
t



 
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فرض کنید حل:   
sin

0

x t
f x Si x dt

t
  رو با انتخاب  ، از این    L f x F s 

 داریم:

            
sin

sin sin
x

f x Si x f x xf x x L xf x L x
x

          

 0 0f 

⇒         2

1
1

d sf s ds
s

 


     
 

 

     tan 1
2

1
1

d sf s ds sf s s C
s

     
   

 مقدار اولیه داریم: ةاینک بنا بر قضی

     lim lim lim tan tan1 1

0
0 0 0

2s sx
sf s f s C C




 

 
          

   
sin

tan tan tan1 1 1

0

1 1 1
2

x t
sf s s f s L dt

s t s s

    
      

 
  

اگر .29مثال Ci x  تابع کساین باشد، آنگاه ثابت کنید cos
2 1

2x

Ln st
L dt

t s

  
 

 


 . 

فرض کنید  حل:   
cos

x

t
f x Ci x dt

t



  
رو با انتخاب  ، از این    L f x F s :داریم 

            
cos

cos cos
x

f x Ci x f x xf x x L xf x L x
x

             

       2 20
1 1

d s s
sF s f d sF s ds

ds s s
     

 
 

      2
2

1
1

1 2
s

d sF s ds sF s Ln s C
s

    
   

 مقدار نهایی داریم: ةاینک بنابر قضی

     lim lim lim 2

0 0

1
0 1 0 0

2s x s
sF s f x Ln s C C

  
         

     
 cos

2
2

11
1

2 2x

Ln st
sF s Ln s C F s L dt

t s

  
      

 
  

     2

1
0

1
d

sF s f
ds s

  

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اگر . 30مثال Ei x  تابع نمایی باشد، آنگاه ثابت کنید 1t

x

Ln se
L dt

t s


  

 
 


 . 

فرض کنید حل:   
t

x

e
f x Ei x dt

t




  
، از این رو با انتخاب     L f x F s :داریم 

            
x

x xe
f x Ei x f x xf x e L xf x L e

x


              

        
1 1

0
1 1

d
sF s f d sF s ds

ds s s
     

 
 

      
1

1
1

d sF s ds sF s Ln s C
s

     
   

 مقدار نهایی داریم: ةاینک بنابر قضی
     lim lim lim

0 0
0 1 0 0

s x s
sF s f x Ln s C C

  
         

     
 1

1
t

x

Ln se
sF s Ln s C F s L dt

t s


  

      
 
  

  فرنه و کسینوسی فرنهتوابع انتگرال سینوسی 

توابع انتگرال سینوسی فرنه و انتگرال کسینوسی فرنه را به ترتیب با نمادهای  S x و

 C x کنند‌صورت زیر بیان میه دهند و ب‌نمایش می: 

      ؛   cos 2

0

2 x

C x t dt


   

cosx2ثابت کنید:  .31مثال

0

1
2 2

x

dx


 . 

فرض کنید  حل:  costx2

0

x

f t dx  بنا به تعریف تبدیل لاپلاس داریم:  ،باشد از این رو 

        costx costx2 2

0 0 0

stF s L f t L dx e dx dt
  

      

   costx costx2 2
2 40 0 0 0

st s
e dx dx dx dx

s x

   
  

     

tanxاین انتگرال، تغییر متغیر مثلثاتی ةمحاسباینک برای  s  بندیم ‌را به کار می

 خواهیم داشت:ة و سپس با استفاده از رابط

 

  sin 2

0

2 x

S x t dt


 

 tan
tan

tan

21

2

s
x x dx d


 




  
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 کنیم خواهیم داشت:‌را اعمال می 1Lفوق عملگر  ةاینک به دو طرف رابط

    

1
2

12 2 1 2 2 1
14 4 2 24 4
2

t
L f t f t L

ts s t

    





  
       

    
 

 

   cos cos2 2

0 0

1 1
1

2 2 2 2
f t tx dx f x dx

t

  

        

ثابت کنید:  .32مثال
sin sec

1

0 12 2 1

t
t dx


  

 




  

  
     
 


 . 

فرض کنید  حل:  sin
0

f t t dx


  رو بنا به تعریف لاپلاس داریم: باشد از این 

        sin sin
0 0 0

stF s L f t L t dx e t dx dt 
  

      

   sin sin 2 20 0 0 0

st x
e tx dt dx L tx dx dx

s x


 



   
  

     

tanxاین انتگرال، تغییر متغیر مثلثاتی ةاینک برای محاسب s  بندیم ‌را به کار می

 خواهیم داشت: استفاده از رابطهو سپس با 

tan sin cos
1 1 1

2 2
1 12 20 0 01 1

1 1x
dx d d

s x
s s

 

  


 

    

 



 
 

    

 tan
tan

tan tan

2 1
22 2

2 4 2 2 20 0 0

1 1

2 2

x ss s
dx d d

s x s s s

 
  

 

 
   
  
 

  

tan cos sin cos

3
2 1

4
11 1 2 1
42 22 2

0 0

1 1
2

2 4
d d

s s

 

     

 
 

 

 
  

 
 

   
 
 

 

 
,

1 3
1 1 3 1 1 1 14 4 1

4 4 1 4 44 4 4s s s


   
    

                   
     

 
 

sin

21 1
2

4 4 4
4

s s s





   
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   ,     1 1
1 1

2 2
 



 
     

 
            

 1
1

1 1 1 1
1 2 2 2 2

1
s 

 




 
    
  


 

cossin
1

1

1
1

1 1
11 1

22 2
s

s





 











   
 

 
 

 

 را اعمال کنیم خواهیم داشت: 1Lفوق عملگر ةاینک به دو طرف رابط

  sec sec

cos

1

1 1
1 1

1 1

1 1
12 2 2 1

2

t
f t L L

s s



 

    

    
 

 



 

 

 
      

         
             

 

انتگرالی  ةمعادل .33مثال    cos sin
0

x

y x y x t t tdt x   .را حل نمائید 

 گیریم.‌تبدیل لاپلاس می ،انتگرال ةتلفیق، از طرفین معادل ةبه قضیبا توجه  حل:

 

   
 

 
2

22 2 22

1 1 1
1

1 1 11

d s s
Y s Y s Y s

ds s s ss

 
                    

 

  

 
   

 
 

 

24 2 2

2 2 2 2 2 22

3 23 1 1
1 3 31

ss s s
Y s Y s

s s s s ss

         
    
 

 

 
 2 2 2 22 2

1 2 1 2 1 2
3 33

Y s
s s s ss s

 
      

  
 

 بالا داریم: ةبه طرفین رابط 1Lاینک با اعمال عملگر

     sin1 1
2 2 2

1 2 1 2 1 2
3

3 3 3 3 3
y x L y s L x x

s s s

    
       

  

 

,1
1

1 1 1 1 1
2 2 2 2

s 


 




 
   

 

            cos sin cos 20

1
1

x

L y x L y x t t tdt L x Y s L y x x x
s

      




 113  / های تکمیلی تمرین  

 

 

 دیفرانسیل انتگرو ةمعادل 

و انتگرال کانولوشن از نوع ولترا، و  yو متغیر وابسته   xبه هر معادله شامل متغیر مستقل

گوییم. ‌انتگرو دیفرانسیل می ةهمچنین مشتق متغیر وابسته نسبت به متغیر مستقل را معادل

 س بگیریم.حال برای حل معادله، کافیست از طرفین آن تبدیل لاپلا

 انتگرو دیفرانسیل زیر را حل کنید. ةمعادل .34مثال

         ,            0 0y                   

 گیریم.‌انتگرو دیفرانسیل تبدیل لاپلاس می ةتلفیق، از طرفین معادل ةباتوجه به قضی حل:

       sin cos
0

2
x

L y x L x L y x t tdt     

      cos2

2
0

1
sY s y L y x x

s
    


 

     2 2 2 2

2 2
1 1 1 1

s s
sY s Y s s Y s

s s s s

 
      

    
  

        
3

1 2
2 2 3

2 2
1 1

s
Y s Y s y x L Y s x

s s s

 
       

  

 

 

 

   sin cos
0

2
x

y x x y x t tdt   
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