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مقدمه:

مختلف دانشگاه ها مجموعه حاضر، حاصل چندین سال تدریس براي دوره هاي کارشناسی و کارشناسی ارشد رشته هاي 

و مراکز آموزش عالی کشور است؛ از این رو با تلاشی مستمر و دقتی کافی و با لطف و عنایت خداوند متعال توانستیم 

کتابی جامع با عنوان ریاضیات مهندسی را تدوین و در اختیار دانشجویان عزیز قرار دهیم.

ها، بسیار دشوار و پر امّا این کار با توجه به تعداد زیاد رشتهبهتر آن است که براي هر رشته، کتاب خاصی تدوین شود 

هزینه می باشد؛ با این شرایط مؤلفان سعی کرده اند کتابی تدوین کنند که براي اکثر رشته ها قابل استفاده باشد.

ص یادگیريشکی نیست که ریاضیات ابزار نیرومندي براي حل مسأله ها در زمینه هاي مختلف می باشد. در این خصو

ریاضیات منوط به داشتن منابعی معتبر است که مباحث موردنظر را به خوبی پوشش داده و شامل مثال هاي متنوع و 

متعدد باشد.

هاي متنوع، دانشجویان را ایم ضمن ارائه مطالب به صورت ساده و روان با ذکر مثالهمچنین در این مجموعه سعی کرده

ییم.در درك بهتر مفاهیم یاري نما

بی شک این اثر بدون اشکال نخواهد بود، لذا از همۀ صاحبنظران تقاضا داریم که با یادآوري ایرادها و ارائه پیشنهادهاي 

سازنده ما را مرهون لطف خود نمایند.

Malayer@mail.com)1397مؤلفان (پاییز
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ود.میشاین درس براي رشته هاي فنی و مهندسی بسیار کاربري است و به سه بخش عمده تقسیم بندي 

توابع مختلط و کاربردها1)
سري هاي فوریه2)
حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جرئی3)



١

فصل اول : اعداد مختلط

: مفاهیم و تعاریف اولیهبخش اول
بخش دوم : نمایش اعداد مختلط در دستگاه دکارتی و قطبی

بخش سوم : توان ها و ریشه ها
بخش چهارم : حل معادلات مختلط

بخش پنجم : منحنی ها و نواحی درصفحه مختلط



مفاهیم و تعاریف اولیه)–فصل اول (بخش اول 

٢

بخش اول : مفاهیم و تعاریف اولیه
عنوان مجموعه اي بزرگتر از اعداد حقیقی بررسی میکنیم :ابتدا اعداد مختلط را به 

1معادله 0x  .در دستگاه اعداد طبیعی جواب ندارد
 2معادله 1 0x  .در دستگاه اعداد صحیح جواب ندارد
2معادله 2 0x   ندارد.در دستگاه اعداد گویا جواب
 2معادله 1 0x  .در دستگاه اعداد حقیقی جواب ندارد

:تلط را بصورت زیر تعریف میکنیم مجموعه اعداد مخ

{(x, y) | x, y R}c  

y Imzx Rez(x, y)z 

zفرض کنیم  (x , y )1 1 1وz (x , y )2 2 2:

zدو عدد مختلط  2,z1باهم برابرند اگرx x1 2وy y1 2.باشد

( , )01i قسمت موهومی آن است1قسمت حقیقی و 0را یک عدد موهومی گوییم که در آن  .

اعمال جبري روي اعداد مختلط :
 جمع و ضرب:

zاگر  (x , y )1 1 1 وz (x , y )2 2 2: باشد

z z (x , y ) (x , y ) (x x , y y )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2     

z .z (x , y ).(x , y ) (x x y y , x y x y )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1   

(x , ) (x , ) (x x , )1 2 1 20 0 0  

(1x (x, )0 

(x , )(x , ) (x x , )1 2 1 20 0 0

yواینکه1)از رابطه  ( , y)0: نتیجه میگیریم(x, y) (x, ) ( , y) z x iy0 0z      



مفاهیم و تعاریف اولیه)–فصل اول (بخش اول 

٣

0
0

x z iy

y z x

  
   

i 1و. ( , )( , ) ( , )2 01 01 10 1i i i     

zجمع و ضرب با استفاده از نمایش  x iy :
z z (x iy ) (x iy ) (x x ) i(y y )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2        

z .z (x iy )(x iy ) x x ix y iy x y y (x x y y ) i(x y y x )2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2i          

تفریق و تقسیم :
z z (x x ) i(y y )1 2 1 2 1 2    

z x iy (x iy ) (x iy ) x x y y x y x y

z x iy (x iy ) (x iy )
1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2

i
x y x y

    
   

    

8مقدارمثال : 3
9 2

i

i




را محاسبه کنید. 

*
8 3 9 2 66 43 66 43
9 2 9 2 81 4 85 85

i i i
i

i i

  
  

  

:ویژگی هاي اعمال جبري
: قوانین جابجایی

) z z z z1 2 2 11   

) z .z z z1 2 2 12 

: قوانین شرکت پذیري

)(z z ) z z (z z )1 2 3 1 2 33     

)(z z )z z (z z )1 2 3 1 2 34 

: توزیع پذیري



مفاهیم و تعاریف اولیه)–فصل اول (بخش اول 

٤

)z (z z ) z z z z1 2 3 1 2 1 35   

: 6(عضو خنثی جمع 0 0z z z   

 ضربعضو خنثی:)z. z7 1

Imz:صفحه مختلط

z x iy y

Rez
2 x

3 2 3i

: Zقرینه و مزدوج 
 مزدوج : قرینه نسبت به محورx. ها
.قرینه : قرینه نسبت به مبداء مختصات

Imz

z x iy y

Rez

z x iy yz x iy   



مفاهیم و تعاریف اولیه)–فصل اول (بخش اول 

٥

:ویژگی هاي مزدوج
z z

)( )
z z

1 1

2 2
2 )(z z ) z z1 2 1 21   

z
) z x iy x iy x x4 2 2

z
z


       )(z)3 z

)Rez Rez Imz Imz6    
z

) z iy y5 2 2
z

z
i


   

z:Imz)رم یا اندازهقدرمطلق(ن

z x iy y

z r

Rezx

2 2z r x y  

:ویژگی هاي قدر مطلق
)

22 zz z0z , 0z )1 0z 

) z z z . z1 2 1 24 

(نامساوي مثلثی z z z z1 2 1 26   
zz

)
z z

11

2 2
5 

ثابت کنید؟6با استفاده از (:تمرین

) z z z z1 2 1 27   

)3 z z



نمایش اعداد مختلط در دستگاه دکارتی و قطبی )_فصل اول (بخش دوم 

٦

:مختلط در دستگاه دکارتی و قطبینمایش اعداد بخش دوم:
Imz

z x iy y

r

Rez

x

(cos sin )

r

tan tan( )z

2 2

0

z r i

x y

y y
Arc

x x

 

 

 
  

 
  

 
    
 

cos cos
x

x r
r

  ,sin sin
y

y r
r

  

قراردادها :
(cos sin ) rcisz r i    )2cos sini cis   )1

مثال:

(cos sin )2 2cis i  

,cos,sinxسري ماکلورن1از ریاضی: فرمول اویلر xe.بصورت زیرتعریف می شود

...
! !

2 3
1 2 3

x x x
e x    

sinx x ...
! !

cos ...
! !

3 5

2 4
3 5

1 2 4

x x

x x

   

   



نمایش اعداد مختلط در دستگاه دکارتی و قطبی )_فصل اول (بخش دوم 

٧

xبالا قرار دهیمدرهریک از فرمول هاي اگر i : و نتیجه را مرتب کنیم

cos sinie i cis     

مشتقات جزئی به این فرمول برخورد خواهیم کرد.بارها و بارها در سري فوریه و 

1مثال :  ie  

1rمی نویسیم،rcisط درنظربگیرید، بصورت را به عنوان عددي مختل1توضیح :  می شود وآن برابر

1می شود، پس  ie   ،(cos isin )1 1    .

2iمثال :
i e





1،2میشود iرا به عنوان یک عدد مختلط درنظرمی گیریم، نرمiتوضیح :


  میشود بنابراینi میشود

2 1 2
i

e cis
 


:آرگومان اصلی
Argz z        

(k , ,...)0 1 arg 2z Argz k  

2kواگر .هم به آن اضافه شود بقیه زوایا متناظربه آن عدد مختلط هم بدست می آید

.در کدام ربع واقع شده استzباید دقت کنیم که هنگام محاسبه  تذکر:

ربع اولربع دومربع سومربع چهارم

  arg z

( )   Arg z

نمایش دهید.مختلط زیررا به قطبیعدد مثال:

1z i الف)



نمایش اعداد مختلط در دستگاه دکارتی و قطبی )_فصل اول (بخش دوم 

٨

cos)(ربع اول) isin )2 4 4z
 

 , arctan( )
1
1 4


  2 21 1 2r   

1z i  ب)

tan( ) Arctan( )
1 11Arc


 


( ) ( )2 21 1 2r     

y,اما چون  x هردومنفی میباشند پس: در ربع سوم قرار میگیرد،لذا

(cos sin )
5 52 4 4z i
 

  
5

4 4
 

   

:ضرب و تقسیم در مختصات قطبی
(cos isin )2 2 2 2z r   و(cos isin )1 1 1 1z r   

 z .z r r (cos cos sin sin ) i(sin cos cos sin )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2          

sin,cosدراز بسط  

z .z r r (cos( ) isin( ))1 2 1 2 1 2 1 2       

arg(z z ) arg argz

z z z z
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

z      

1 2z zz 1

2

z
z

z
: براي تقسیم فرض کنیم

arg(zz ) argz argz arg arg arg arg2 2 1 1 2

1
2 2 1

2

z z z z

z
zz z z z z

z

     
     


arg( ) arg arg arg arg( ) argz1
1 2

2

11

2 2

1z
z z z

z z

zz
z

z z

      
 
  




نمایش اعداد مختلط در دستگاه دکارتی و قطبی )_فصل اول (بخش دوم 

٩

(cos( ) isin( ))1 1
1 2 1 2

2 2

z r

z r
      : در نتیجه

Arg(zتذکر : z ) Argz z1 2 1 2A rg 

z2مثال : i     وz1 1 

(z .z ) Arg( i)1 2 2Arg


   

(z ) Arg(z )1 2
3

2 2Arg
 

   



)توان ها و ریشه ها_سومفصل اول (بخش

١٠

بخش سوم :توان ها و ریشه ها 
:zتوان هاي صحیح 

(cos isin )z r   

z (cos( ) isin( )) r (cos isin )2 2 2 2 2r           

z (cos isin )3 3 3 3r   


z (cosn sin ) rn n nr i n cisn    

:فرمول دموآور
(cos isin ) cos sinn n i n cisn       1z r 

:کاربردهاي فرمول دمولار
sinو cosnالف) بسط  n برحسبcos وsin.

cosمثال : نشان دهید  cos cos33 4 3   وsin sin sin33 3 4   

حل :

( )1(cos isin ) cos sin3 3 3i     

اتحاد مکعب مجموع:از

(cos isin ) cos sin cos (isin ) cos (i sin )3 3 3 3 2 2 23 3i           

cos sin cos sin cos sin3 3 2 23 3i i        

(cos cos sin ) i( cos sin sin )3 2 2 33 3        

cos cos ( cos ) i( ( sin )sin sin )3 2 2 33 1 3 1          

( )2cos cos ( sin sin )3 34 3 3 4i      

)طبق روابط  )و1( زیر به می آید :   دو رابطه مهم2(



)توان ها و ریشه ها_سومفصل اول (بخش

١١

cos cos cos
( ),( )

sin sin

3

3

3 4 31 2
3 3 4sin

  

  

   
 



. nzب) محاسبه مقدار

)مثال : مطلوب است محاسبه  )101 3
1 3

i

i




.

حل : ابتداعدد مختلط را به صورت قطبی می نویسیم :

1 3 1 3 1 2 3 3 2 2 3 1 3
4 4 2 21 3 1 3

i i i i
i

i i

     
     

 

, tan

3
2 31
2

y

x
    


( ) ( )2 2 2 21 3 12 2r x y     1 3

2 2z i

 

arctan( )
23 3 3

 
      

cosنمایش قطبی :            sin
1 3 2 2

3 31 3
i

i
i

 
 



( ) (cos isin ) cos sin10 101 3 2 2 20 20
3 3 3 31 3

i
i

i

   
    


)مثال : مقدار  )161 i.را بیابید

,(ربع چهارم) arctan( )
1

1 4



 

 ( )2 21 1 2r    1z i 

( i) (cos( ) isin( ))1 2 4 4
  

  

( i) ( ) (cos( ) isin( )) (cos( ) isin( ))16 16 816 161 2 2 4 4 2564 4
 

 
 

        



)توان ها و ریشه ها_سومفصل اول (بخش

١٢

:ریشه ها
:zام nریشه 

z،nمقدار متمایزاز.را اختیار میکند

( z )0  n z 

) ریشهn امz(میباشدn z 

(cos isin )R   

(cosn isinn ) (cos isin )n nR r       

با مساوي قراردادن قدرمطلق:

(k , ,...,n )
22 01 1

n nR z r R r

k
n k

n

 
   

    

 
     

درنتیجه :

(cos isin )

(k , ..., )

2 2

01 1

n n k k
z r

n n
n

   


    

  

می باشد.ضلعی منتظمnبدأ مختصات واقع بوده و رئوس یک به شعاع  و مرکز مدایره ايروي zامnریشه هاي 

0w

1w

2w



)توان ها و ریشه ها_سومفصل اول (بخش

١٣

را به دست آورید.8iریشه هاي سوم مثال :

arctan( )
8

0 2



 

 ,64 8r  8z i 

(k , , )012(cos isin )3
2 22 28 3 3k

k k
  


 

 

(cos( ) isin( ))

(cos isin )

0

1

0 2 36 6
1 2 22 2

k i

k i

 


 


 
      

     

(cos( ) isin( ))2
7 72 2 36 6k i
 

       

ام واحد :nریشه 

1nام واحد       nریشه  1n 

n z 

(k , ,....,n )01 1 (cos isin )
2 21k

k k

n n

 
  , arctan0 0  1r 1z 

ضلعی منتظم هستند.nام واحد روي دایره واحد واقع بوده و رئوس یک nریشه هاي 



)حل معادلات مختلط_چهارمفصل اول (بخش

١٤

:بخش چهارم : حل معادلات مختلط

0حل معادلاتی به شکل الف) 
nz z

,(محاسبه0zنوشتن شکل قطبی1) r.(

,قرار دادن 2) r.درفرمول

z4مثال : معادله 1 i .را حل کنید

4


 2r 4 1z i 

,(k , , , )012 3(cos isin )4
2 24 42 4 4k

k k
z

   
 

k ... z (cos isin )

k ... z (cos isin )

k ... z (cos isin )

k ... z (cos isin )

8
0

8
1

8
2

8
3

0 2 16 16
9 91 2 16 16
17 172 2 16 16
25 253 2 16 16

 

 

 

 

   

   

   

   

zب) حل معادلاتی به شکل  z ... z1 1 0n n    :

z   ....21تصاعد هندسی با تعداد متناهی جمله و قدر نسبت nz z z   

... (z )( z ... z ) z
1

111 1 1 11
n

n n nz
z z

z




          


1zضرب طرفین معادله در1) و تبدیل آن به معادلهz 1 1 0n  

zحل معادله 2) 1 1n (الف) طبق قسمت

ید.توجه کنزیرتوجه داشته باشید براي حل اینگونه معادلات باید همه توان ها پشت سرهم و موجود باشند.به مثال



)حل معادلات مختلط_چهارمفصل اول (بخش

١٥

4مثال : مصلوب است حل معادله  3 2 1 0z z z z    

z5 1 z5 1 0 (z )( )4 3 21 1 0z z z z     

k , ,...,0 1 4,(cos isin )
2 2

5 5k

k k
z

 
  

..

.. cos sin

0

0

0 1
2 20 5 5

k z

k z i
 

  

   



حل معدلاتی به شکلج) 
( ) (z a) (z b) 0n n nx a

a
x b


      



z)مثال : ریشه هاي معادله  ) (z )6 61 1 0   .را به دست آورید

cos sin

*

6 11
11
1

t i
z

t tz z
t

     
     

( )61 11
z

z


 



(k , ,..., )01 5(cos isin )
2 2

6 6k

k k
t

    
 

(cos isin )

(cos isin )

2 2 16 6
2 2 16 6

k k

z
k k

   

   

  


  
*

2د) حل معادلاتی به شکل  0n nz az b  :

nzتغییر متغیر 1) t 2و نوشتن معادله به صورت 0t at b  .

.tبدست آوردنحل معادله درجه دو و 2)

nzجایگزینی 3) t.(الف) و حل این معادله طبق قسمت



)حل معادلات مختلط_چهارمفصل اول (بخش

١٦

6مثال : مطلوبست حل معادله  32 2 0z z  .
3 6 2 2 2 2 0z t z t t t      

2 4 2 2 12 2
i

t i
    

     

3 3 1z t z i   

,
3
4


 1 2z i r    

,(k , , )012(cos isin )3

3 32 24 42 3 3k

k k
z

   
 

,
5

4 4
 

   z3 1 2i r    

(cos isin )6

3 32 24 42 3 3k

k k
z

   
 



)صفحه مختلطمنحنی ها و نواحی در _پنجمفصل اول (بخش

١٧

:بخش پنجم : منحنی ها و نواحی در صفحه مختلط
دوایرومنحنی ها درحالتهاي مختلط  و اینکه به چه یکی ازبخش هایی که بعدا درانتگرال ختلط بکاربرده میشود، 

صورت نمایش داده میشوند.

:دوایر وقرص ها
0zرا بصورت 0zوzفاصله بین دو نقطه1) z.مینویسیم

0zنیز بصورتrوشعاع0zبه مرکزCدایره 2) z r .

r

0z

1zدایره واحد 3) .

1
0zمستدیرباز(همسایگی)قرص 4) z r .

r

0z



)صفحه مختلطمنحنی ها و نواحی در _پنجمفصل اول (بخش

١٨

0قرص مستدیربسته 5) 0z z دایره جزو این ناحیه است.یعنی هم داخل و هم روي محیط

0zنقاط بیرونی دایره 6) z r  است.منظور همه نقاط بیرون دایره

2r(rو1rناحیه بین دو دایره هم مرکزبه شعاع هاي :طوق باز7) )2 1r،1 0 2r z z r  .

0z

را طوري پیدا کنید که درنامساوي زیرصدق کند.zمثال : مکان هندسی نقاطی مانند

3 4z i   الف)

3و مرکز4حل : داخل و روي دایره به شعاع  i

1z ب)

حل : نقاط درونی دایره اي واحد (قرص یکه باز)

1z ج)

حل : دایره واحد و نقاط درونی آن (قرص یکه بسته)

1zمثال : مکان هندسی معادله  i z i   .را تعیین کنید)zصدق می کنند ازنظر هایی که دراین معادله
)ایجاد می کنند.هندسی چه شکلی 

حل :

z x iy 

(y ) (y )1 1 1x i x i     



)صفحه مختلطمنحنی ها و نواحی در _پنجمفصل اول (بخش

١٩

دو مینویسیم :حل تعریف نرم را براي هر

(y ) (y )2 2 2 21 1 1x x      

(y ) (y )2 2 2 21 1 1x x      

:طرفین به توان دو

(y ) (y ) (y )2 2 2 2 2 21 1 1 2 1x x x        

دسته بندي : 

(y )2 24 1 2 1y x    

طرفین به توان دو :

)(نمایش هذلولی)         y ) (x y )2 2 2 24 1 4 2 1 4 12 3x y      

)Imمثال : مطلوب است مکان هندسی  )
2 1
z
.

حل :

2
2 2 2z z z

z z zz z
  

(x iy)
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2z x y
z x iy i

x y x y x yz

 
     

  

Im( ) (y )2 2 2 2 2 2
2 2

2 21 1 2 2 1 1 1 1y
x y y x y y x

z x y


               



)دایره به مرکز , .1و شعاع01(



٢٠

فصل دوم :متغیرهاي مختلط

بخش اول : مفاهیم مربوط به مجموعه ها در صفحه مختلط 
بخش دوم : متغییر و تابع مختلط 

بخش سوم : حد و پیوستگی و مشتق
بخش چهارم : توابع تحلیلی و همساز



مختلط)مفاهیم مربوط به مجموعه ها درصفحه _فصل دوم(بخش اول

٢١

ها در صفحه مختلطربوط به مجموعه بخش اول : مفاهیم م
مجموعه اي شامل تعداد متناهی و یا نامتناهی نقطه. مثلا جواب هاي یک معادله درجه دوم، :مجموعه نقاط

نقاط داخل یک دایره و...

و  شعاع همسایگی =: همسایگی نقطه  | 0z z z  .

z

0z

0z : )00جز خودبه 0zهمه نقاط همسایگی : همسایگی محذوف نقطه  z z   .(

باشد.sهمسایگی محذوف آن شامل حداقل یک نقطه نقطه اي که هر: نقطه حدي

مثال : 

, , ,.... 0
1 12 02 3 z
   


)2, ,.... 0

11 03 z
   


)1

را دربرندارد. sنقطه اي که یک همسایگی از آن موجود باشد که هیچ نقطه :نقطه داخلی

0zمثال : هرنقطه همسایگی z  .یک نقطه داخلی است

را دربرندارد.sنقطه اي که یک همسایگی ازآن موجود باشد که هیچ نقطه:نقطه خارجی

است.sو هم شامل نقاط خارج sنقطه اي که هر همسایگی آن هم شامل نقاط داخل : نقطه مرزي
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.sمجموعه تمام نقاط مرزي :مرز

3z2z

0zمثال : نقاط روي دایره  z   0نقاط مرزي روي همسایگیz z  .هستند

نیست.Sمجموعه تمام نقاطی از صفحه که متعلق به : Sمتمم مجموعه 

مجموعه اي که هرهمسایگی ازهرنقطه اش کاملا درون آن قراربگیرد.:مجموعه باز

0zمثال : نقاط درونی یک دایره :  z r .

Reنقاط نیم صفحه راست :  0z x .

نسبت به این موضوع است و تعمیمی از همان مفهوم ان دانسته هاي قبلی شما مجموعه هاي بازوبسته همفهوم م(
)است.

مجموعه اي شامل تمام نقاط مرزي خود (متمم یک مجموعه باز).:مجموعه بسته

0z: نقاط داخل و روي یک دایره  1)مثال z r  .

1z
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r1: نقاط بین دو دایره  2)مثال 2z r .

اگر دو نقطه دلخواه ازآن مجموعه را : مجموعه همبند(مجموعه اي که یک تکه باشد)

بتوان توسط تعدادي پاره خط دوبه دو متوالی پشت سرهم،به هم وصل کرد و تمام پاره خط ها داخل ناحیه باشند.

همبند   ناهمبند                            

معین شده) است.Mکمتر از یک عدد (همه نقاط آن : مجموعه کراندار

z Mz s ;M

مجموعه اي که کراندارنباشد.: مجموعه بی کران

1z(داخل دایره واحد)     کراندار  :       1)مثال 

1z(روي دایره و داخل دایره واحد)   کراندار   : 2)مثال 

Reبی کران    :                                    3)مثال 0z 

به همبند و بازمی گویند.: ناحیه باز

مجموعه بسته که شامل تمام نقاط مجموعه و نقاط حدي آن است (همواره بسته است).: بستارمجموعه
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یروتابع مختلطیبخش دوم : متغ
: fیادآوري :تابع حقیقی

مجموعه اي از اعداد حقیقی است)s(دررابطه زیر

:f s R

x(xدر f(مقدار (x)f

یک مجموعه ازاعداد مختلط باشد:sاگر: تابع مختلط

f :s C

z            ((z)zدرf(مقدار w f

zپس (یک قسمت حقیقی و یک قسمت موهومی استمی باشد. دوبعدي zدراین رابطه x iy (

همچنین دامنه وبرد هردو دوبعدي میباشند پس نمودارباید چهاربعدي باشد،اما دامنه را دریک دستگاه دوبعدي 
جداگانه وبرد را نیزدریک دستگاه دوبعدي جداگانه رسم می کنیم.

پس: 

(z) u ivw f  

w وابسته بهz x iy ) ،v,u)توابعی از (y,x (:هستند

(z) (x,y) iv(x,y)w f u  

استفاده شود :r,ازمختصات قطبیy,xاگربه جاي 

(cos sin )iz re r i    

f(z) u(r, ) iv(r, )  

f(x)مثال :اگر z2:با آنگاه)(x) x2f (.که نشان دهنده سهمی بود خیلی فرق دارد

(z) (x iy) ( xy)2 2 2 2z x iy f x y i       

(x,y) xy2v ,u(x, y) x y2 2  
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z r (z) (r ) cos (r sin )2 2 2 2 22 2i i ie f e r e r i         

(r, ) r sin2 2v  ,u(r, ) r cos2 2  

نسبت داده میشود.wدردامنه، یک و فقط یک مقداربه zبه ازاي هر: تابع تک مقداري

می کند.، مقادیرمختلفی را اختیار zتابعی که براي بعضی یا تمام مقادیر: تابع چند مقداري

izمثال : فرض کنید  re این صورت :در

(z) z ,( )

(z) ,(r , )

1
2 2

2 0

i

i

f re

f re





  

  


     


     

:نگاشت
)z با نگاشتf نگاشته می شود بهw((z)w f

w(z)نقطه f نقطه تصویرzازدامنهs

Tمجموعه تصاویرهمه نقاط مجموعه Tتصویر

sتمام دامنه تصویرfبرد

2مثال : تابع  2w x y iy   هردایره به مرکزمبدأ درصفحهzا به چه مجموعه اي در صفحه رw

میکند.تصویر

v y,x y2 2u  

c v c  ,u c 0c ,x y2 2 2c 
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v

u vy

A

uCx

B

u v 
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بخش سوم : حد وپیوستگی و مشتق 
lim(f(z)) L

0z z


(z) L00 z z f      ;0 0 

vy

(x)fz

0z

L

ux

lim(zمثال : با تعریف، نشان دهید  i)
2

3 5
z i

 .

z (z i) i0 2 2 3 5z i i           ;0 0 

z i i z i3 5 2         

میتواند ازهرامتدادي zمیل می کرد. دراین جا0xفقط درامتداد خط حقیقی به xتذکر : در حالت حقیقی،
میل کند.z0درصفحه مختلط به 

zحد، کافی است حد را ازدومسیر متفاوت وقتینکته : براي اثبات عدم وجود z0 محاسبه کرده، نشان دهیم این
دو حد با هم برابرنیستند.

zرا در f(z)تابع :پیوستگی z0 : پیوسته می گوییم هرگاه

(1(z )0f                           .2)تعریف شده باشدlim (z) f(z )
0

0
z z

f


.

(z)توجه : u ivf  درz (x ,y )0 0 0پیوسته است اگروتنها اگرv,uدر(x ,y )0 پیوسته باشند.0



حد و پیوستگی و مشتق)_فصل دوم (بخش سوم

٢٨

مثال : پیوستگی تابع
,

f(z)
,

0

0 0

z
z

z
z

  
 

0را در  0z .بررسی کنید

z x iy 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

lim (z) lim lim

lim (z) lim lim

0 00 0

0 00 0

0 1

0 1

z x y y

z x y x

x iy iy
x f

x iy iy

x iy x
y f

x iy x

  

  


     

 


    


درصفرپیوسته نیست.پس حد تابع در فر وجود ندارد درنتیجه تابع 

است هرگاه :یکنواختپیوستهDدرناحیه f(z)تابع پیوسته : پیوستگی یکنواخت

, (z ) f(z )1 2 1 2 1 2z z D z z f       ;0 0 

(z)مثال : نشان دهید تابع
1

f
z
رويD |0 1z s z    پیوسته یکنواخت نیست ولی روي

 | 1D z s z   .پیوسته یکنواخت است

2zچون :       ,1 1z






2 1

1 1
z z





    2 1 1z z




  


f             0پیوسته یکنواخت نیست 1  

 1 2
2 1

2 1 1 2

1 1 z z
z z

z z z z



    1z 

:مشتق

f0درz    مشتق پذیراست(z z) f(z )
(z ) lim 0 0

0 0z

f
f

z 

    


0 0z z z z z z     
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(z) f(z )
(z ) lim

0

0
0

0z z

f
f

z z

 


کرده و نشان می دهیم محاسبه دومسیرمتفاوت حد، مقدارحد فوق را ازتق مانندنکته : براي اثبات عدم وجود مش
باهم برابرنیستند.مقداراین دو

(z)مثال : نشان دهید تابع  zf ست.مشتق پذیرنی

(z) f(z ) z z (x x ) (y y )
y y lim lim lim

(x x ) (y y )

z z (x x ) (y y )
lim lim

(x x ) (y y )

0 0 0

0 0

0 0 0
0

0 0 0 0

0 0 0
0

0 0 0

1

1

z z z z x x

z z y y

f i

z z z z i

i
x x

z z i

  

 

    
    

    
   

    
   

پس مشتق پذیر نیست.

: خواص مشتق
)(f(z) g(z)) f (z) g (z)

)(f(z)g(z)) f (z)g(z) g (z)f(z)

1

2

    

   

( (z) )0g (z) (z)g(z) f(z)g (z)
)( )

(z) (g(z))23 f f

g

  

)(f(g(z))) g (z).f (g(z))4   

برfاگربرخی قضایاي کاربردي مانند قضیه (درتذکر :  ,a bپیوسته باشد وبر(a,b) مشتق پذیرباشد، حداقل

می شودcوجود دارد که مشتق درنقطهcنقطه اي مانند
(b) f(a)

(c)
f

f
b a

 


مقدارمیانگین در اینجا برقرار )

نیست.

(z ) f(z )
(c) 2 1

2 1

f
f

z z
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(z)مثال : فرض کنیم  izf e 0و 2z   دراینصورت(z)f .هیچگاه صفرنمی شود

(z) 1izf ie  

: اما

f( ) f( )2 0 0  

(c)باید وجود داشته باشد کهcاگر قضیه مقدارمیانگین برقرارباشد، با توجه به عبارت مقابل یک  0f  

مختلط صفر نمیشود.شود اما هیچگاه مشتق تابع
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بخش چهارم : توابع تحلیل و همساز
مشتق پذیرباشد.تعریف شده وDدرتمام نقاط fاست هرگاهیتحلیلDدامنه درfتابع

ویک همسایگی ازآن مشتق پذیرباشد.0zتحلیلی است هرگاه در0zنقطهدرfتابع

نقطه اي که تابع درآن تحلیلی نیست.: نقطه تکین

تابعی که درتمام نقاط تحلیلی است. مثل تابع چند جمله اي :: تابع تام

(z) c c z ... c z2
0 1 2

n
nf c z    

نکته : براي بدست آوردن نقطه تکین تابع، کافی است دامنه آن را بدست آوریم.

0z (z)
1

f
z
الف)

z i
2 1 0z  (z) 2

1
1f

z



(ب

z z i2 1 0   ,(z ) z2 1 0 0z    (z)
(z )2 1
iz

f
z



(ج

داراي سه نقطه تکین است

) نیست 1مشتق توابع مختلط شبیه توابع حقیقی بودند اما بعضی ازآنها مانند ریاضی (:ریمانیمعادلات کوش

f(z)مثل  z و(z)f z و(z)
z

f
z
مختلط از یک محک مشتق این نوع توابع پس براي پیدا کردن

ریمان می گوییم.استفاده می کنیم که به آن محک کوشی

(z) u(x,y) iv(x,y)f  

   (x,y ) iv(x,y ) (x ,y ) iv(x ,y )(z) f(z )
y y (z ) lim lim

0 0

0 0 0 0 0 00
0 0

0 0z z x x

u uf
f

z z x x 

     
 

   (x, y ) u(x , y ) v(x, y ) v(x , y )
lim lim

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0x x x x

u u v
i i

x x x x x x 
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( )1(z )0
u v

f i
x x

   
 

( )2(z )0
v u

f i
y y

   
 

0x x       : بصورت مشابه

)معادلات کوشی ریمان                               ),( )1 2

u v

x y

u v

y x

   
   
 



تحت شرایطی، کافی براي تحلیلی بودن تابع می باشد.معادلات کوشی ریمان شرط لازم و حتی

(شرط کافی براي مشتق پذیري).قضیه :

f(z)تابع  u iv درz0: تحلیلی است هرگاه

موجود و پیوسته باشد.z0درy,xنسبت به v,uمشتقات جزئی1)

zتابع در2) z0.معادلات کوشی ریمان صدق کند

(z)مثال : آیا تابع  z3f تحلیلی است؟

(z) (x iy) (iy) x(i y ) i (x xy ) i( x y y )3 3 2 2 2 3 3 3 2 2 33 3 3 3f x x y         

2 33v x y y ,u x3 23xy 

معادلات کوشی ریمان برقراراست   

2 23 3
6

x y

y x

u x y v

u xy v

  

   

پس تابع درهمه جا مشتق پذیر ولذا تحلیلی است. 

بررسی میکنیم،که معادلات کوشی ریمان صدق می کند اما مشتق پذیرنیست.مثال زیررا 

مثال : تابع
( i)

,
(z)

,z

3 3
1 0

0 0

z
x yf

   
 

zدر 0این نقطه، اما معادلات کوشی ریمان درمشتق پذیرنیست

.برقراراست
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u v 3 3
xy

x y
 



x yu v 

(x, ) u( , )
lim lim

v( ,y) ( , )
lim lim

|

|

0 0 0

0 0 0

0 00 0 0 00
0 00 0 0 00

z x x

z y y

u u

x x x
v v

y y y

  

  

  
  

 
  

  
 

yبه همین ترتیب  xu v : اما

( i)(y x y)
,

(x y )

,

3 3

3 3 2
1 2 0

0 0

zu

x
z

  
     

( i)(y x y)
lim lim

(x y )

( i)(y x y)
lim lim lim

(x y )

3 3

3 3 20 0

3 3

3 3 2 30 0 0

1 20 1

1 2 00 0

x
z y

x
z x x

x u i

y u
x

 

  

 
    



 
    



zدرxuپسچون حد آن درنقطه صفر وجود ندارد، 0.پیوسته نیست

(z)مثال : مشتق پذیري تابع zRezf .را بررسی کنید

f(z) (x iy)x x (xy)2 i   

v xy,u x2

,

,

2
0

x y

y x

u x v x

u v y

 
  

0z 
u ,

u ,

2 0
0 0

x y

y x

v x x x

v y y

    

      

0z(فقط در .(مشتق پذیراست



توابع تحلیل و همساز)_فصل دوم (بخش چهارم

٣٤

:معادلات کوشی ریمان در حالت قطبی
y rsin,x rcos,(cos isin )z r   

f(z) u(r, ) iv(r, )  

. .

. .

u u x u y

r x r y r

u u x u y

x y  

    
 

    
    
 

    

( )1rsin rcosx yu u u    ,cos sinr x yu u u  

v rsin rcosx yv v    ,cos sinr x yv v v  

,ux y y xu v v  

cos sin ,v rsin rcos ( )

( ),( )

2
1

1 2 1

r y x y y

r
r

r
r

v u u u u

u vru v r
u rv

v v
r









        

       




قضیه (شرط کافی براي مشتق پذیري):
(z)تابع u(r, ) iv(r, )f   درz0: تحلیلی است هرگاه

v,) مشتقات جزئی 1 u نسبت به,rدرz0.موجود و پیوسته باشد

z) تابع در2 z0 بودن معادلات کوشی ریمان صدق میکند. درصورت قطبی

(z) (u iv )(cos sin )r rf i    

f(z)مثال : مشتق تابع  nr il   ،0 2  وr 0.را بیابید

v ,u lnr

(z) (cos sin )( i( ))
1 1 1 10 i

i
f i e

r r re z
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:معادله لاپلاس
v,در اصطلاح میگوییم توابع  u هارمونیک یا همسازهستند

:معادلات لاپلاس درحالت قطبی

2

2

1 1 0

1 1 0

r r r

r r r

u u u
r r

v v v
r r





   

   


قضیه :

f(z)اگر  u(x,y) iv(x,y) درD دامنه تحلیلی باشد، آنگاهv,u درلاپلاس صدق کرده و داراي مشتقات
میباشد.Dجزئی مرتبه دوم پیوسته در

تحلیلی نباشد.fمعادله لاپلاس صدق کند ولی تابعدرv,uتذکر : عکس قضیه بالا برقرارنیست یعنی ممکن است 

مثال : 

f(z) ( x y) i(y x)2   

x yu v1yv ,u 2x 

, v0 0x x y y x x y yu u v   

هارمونیک (همساز) هستند،اما طبق معادلات کوشی ریمان نه مشتق پذیراست و نه v,uمیدهدمثال بالا نشان
تحلیلی.

.هرتابع حقیقی که درمعادله لاپلاس صدق کند: تابع همساز

(z)می گویند هرگاهuرا مزدوج همسازvتابعی همسازباشد،uاگر: مزدوج همساز u ivf   تحلیلی
باشد.

(z) u(x,y) iv(x,y)

2

2

0
0

x x y y

x x y y

f

u u u

v v v
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uمثال : نشان دهید  x y y2 2  .یک تابع همسازاست، مزدوج همسازآن را بنوسید

u 0x x y yu  
u ,u

,

2 2
2 1 2

x x x

y y y

x

u y u

 
    

پس همسازاست.

(*)(x)2 2yv xd xy h   انتگرال نسبت بهy2y xv u x 

(x) y h (x) h(x) x c2 2 1 1x yv u y h            

2v xy x c  

پس :    

(z) u iv x ( xy x c)2 2 2f y y i       

*



٣٧

فصل سوم :توابع غیرجبري مقدماتی

بخش اول : توابع نمایی
بخش دوم : توابع مثلثاتی

بخش سوم : توابع هذلولوي
بخش چهارم : تابع لگاریتمی

بخش پنجم : توان هاي عمومی
بخش ششم : توابع وارون مثلثاتی و وارون هذلولوي

مقدماتیبخش هفتم : نگاشت به وسیله توابع 
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بخش اول : توابع نمایی،مثلثاتی وهذلولوي
: تابع نمایی

. (cosy isiny) u ivz x iy xe e e e    

u e cos , sinx xy v e y 

ze ریمان صدق می کند :–درمعادلات کوشی

cos

sin

x
x y

x
y x

u v e y

u v e y

  

   

پس : 

(1ze.تابعی تام (وتحلیلی) است

zاگر2) xرفتارzeمانند رفتارexاست.

:خواص تابع نمایی

) .1 2 1 22 z z z ze e e ,)(e ) e1 z z 

) 0 14 1 z
z

e e
e

  ,)
1

1 2
2

3
z

z z
z

e
e

e


)(e )6 z n nze,) ( )5 z ze e

برقراراست :حکم زیر نیز همواره

, 0zz C e  

cosiye y isiny ,.z x iye e e

cos sin cos sin

.

2 2 1
0 0 0

iy

z x iy x z z

e y i y y y

e e e e e e

    

       



توابع نمایی،مثلثاتی و هذلولوي)_فصل سوم(بخش اول

٣٩

مشترك نیست :exخواصی دارد که با zeتابع 

(1ze : میتواند مقادیرمنفی اختیارکند

cos sin 1ie i    

(2ze تابعی متناوب با دوره تناوبi2.است

. (cos sin ) e2 2 2 2z i z i z ze e e e       

:معادله نماییحل 
0مراحل حل معادله نمایی به شکل 

ze z:

cosبصورت zeنوشتن 1) sinz x xe e y ie y .

جایگذاري عبارت فوق درمعادله و برابرقراردادن قسمت هاي حقیقی و موهومی.2)

4zeمثال : مطلوب است حل معادله  .

(cosy isiny) 4z xe e  

cos

sin (e ),siny (k , ,...)

4
0 0 0 0 1

x

x x

e y

e y y k 

  
       

e cos (k )4 4 4 4x xy e x ln z n i        

e3مثال : جواب هاي معادله  3z .را بیابید

e (cos y isin y)3 3 3 3 3 3 3z x iy xe e e    

cos ( )

sin sin ,(k , ,...)

3 3

3

1 13 3 3 3 3 3 33 3 3
3 0 3 0 0 13

x x

x

k
e y e x ln x ln z ln i

k
e y y y





          
       




توابع مثلثاتی)_فصل سوم(بخش دوم

٤٠

ش دوم : توابع مثلثاتی بخ
می دانیم که : 

cos sinixe x i x  ,cos sinixe x i x 

کنیم :بالا را جمعدوعبارت اگر

cos cos2 2
ix ix

ix ix e e
e e x x


 

   

واگرازهم کم کنیم :

sin sin2 2
ix ix

ix ix e e
e e i x x

i


 

   

zبه ازاي x iy : داریم

sin 2
iz ize e

z
i


,cos 2

iz ize e
z




cos
cot

sin

z
z

z
,sin

tan
cos

z
z

z


csc
sin

1
z

z
,sec

cos

1
z

z


:بررسی تحلیلی بودن
(1eizوe iz تامsin zوcos z.همه جا تحلیلی ودرنتیجه تام هستند

(2tanz وsecz : همه جا تحلیلی هستند به جزریشه هاي مخرج

,(k , ,...)0 1 cos 0 2z z k


   

(3cotzوcsc z: همه جا تحلیلی هستند به جزریشه هاي مخرج

,(k , ,...)0 1 sin 0z z k   
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: مشتق
e)چون  ) ie ,(e ) ieiz iz iz iz    : داریم

مانند توابع متعالی : 

)(sinz) cosz1  

ازتعریف سینوس و کوسینوس نتیجه می شود : :روابط مثلثاتی

sin( z) sinz ,cos( z) cosz 

لذا تعداد زیادي از اتحادهاي مثلثاتی براي متغیرهاي مختلط نیزبرقرارند.

sinzنشان دهید مثال :  cos sin(z z ) sin(z z )1 2 1 2 1 22 z    (*).

sinz cos ( )( )
1 1 2 2

1 22 2 2 2
iz iz iz ize e e e

z
i

  


( ) (z ) ( ) ( )

sin(z z ) sin(z z )
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 22 2
i z z i z i z z i z ze e e e

i i

      
    

روابط زیرنتیجه میشود : (*)از اتحاد قبل 

)sin(z z ) sinz cos cos sinz1 2 1 2 1 21 z z  

)cos(z z ) cosz cos sinz sin1 2 1 2 1 22 z z  

)sin sin cos4 2 2z z z,)sin cos2 23 1z z 

)sin(z ) cosz6 2

 ,)cos cos sin2 25 2z z z 

)sin(z ) cosz7 2

  

تفاوتی که این روابط با روابط مثلثاتی دارند این است که روابط مثلثاتی دردایره مثلثاتی اتفاق می افتد،اما این روابط 
ماهیت متفاوتی دارند.البته درظاهرشبیه یکدیگر هستند.
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ک :ییادآوري هایپربول

(coshy ,sinhy )2 2
y y y ye e e e  

 

)cos(iy) coshy,sin(iy) sinhy8 i 

)رابطه  ارتباط بین هایپربولیک ها وروابط مثلثاتی میباشد و رابطه مهمی محسوب میشود.8(

)اگردرروابط  ),( )1 zقراردهیم 2 ,1 2x z iy  : آنگاه داریم ،

)sin sin(x iy) sinxcoshy icosxsinhy9 z    

)cosz cos(x iy) cosxcoshy isinxsinhy10    

)cos(z ) cosz12 2 ,)sin(z ) sinz11 2 

)در  ),( )11 12sinzوco sz 2متناوب، با دوره تناوب.هستند

)cos(z ) cosz14  ,)sin(z ) sinz13  

)cot(z ) cotz16  ,)tan(z ) tanz15  

هستند.متناوب، با دوره تناوب cotzو tanzتوابع 

) cos cos sinh
2 2 218 z x y ,) sin sin sinh

2 2 217 z x y 

cosنکته : چون  , sin1 1x x  پسsinxوc o s x کراندارهستند، اما
sinhy , y  درنتیجهsinzوco sz.کراندارنیستند

)تمرین : به منظورتشریح روش اثبات، درستی اتحاد شماره  را بررسی کنید.17(

حل : 

sin sin sinh
2 2 2z x y 

کدام است.sinzابتدا مشخص می کنیم قسمت حقیقی و موهومی 
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sin sin cosh cos sinh

sin sin cosh cos sinh sin ( sinh y) cos sinh

sinh (sin x cos x) sin sinh sin

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1
z x y i x y

z x y x y x x y

y x y x

 

     

    

sinصفرهاي  zوcos z:
sin sinxcoshy icosxsinhy 0z   

sin cosh cosh sin ,k , ,...

cos sinh cos sinh ,k , ,...

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1

x y y x x k

x y k y y z k



 

      


        




sinپس صفرهاي  z همان صفرهايsinx.است

cos sin(z )2z


  

cosz sin(z ) z , ( , ,...)0 0 0 12 2 2k z k k
  

            

cosپس صفرهاي  zهمان صفرهايc o s x.می باشد

حل این نوع معادلات را با مثال بررسی می کنیم.:حل معادلات مثلثاتی

coمثال : معادله  s 2z .را حل کنید

روش اول :

cos cos cosh sin sinh 2z x y i x y  

cos cosh (x ) cos

sin sinh sin , , ,...

2 1
0 0 0 1

x y k k

x y x x k k

 


     
        

cosh cosh ( ) z cosh ( ) i(k ), k , ,...1 12 2 2 0 1y y             

روش دوم : (روش مستقیم) :

cosz 24 4 1 02
iz iz

iz iz iz ize e
e e e e e
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2 4 16 44 1 0 2 32
ize t t t t

 
        

(x iy) . (cosx isinx) 2 3iz i ix y ye e e e e       

cos

sin ,(k , ,...)

2 3
0 0 1

y

y

e x

e x x k 





  


    

cos (cosk )1 2 3yx k k e        

( )

( ) y n ( )

2 3 2 3
2 3 2 3 2 3

y

y y

e y ln

e e l



 

      
               

( )2 3z k iln   

sinhمثال : ثابت کنید  sin coshy z y .

حل :

sinhz sin sinh sinh sin sinh sin
2 2 22 2x y y z y z     

sinz sin cosh sin cosh sin cos
2 2 2 2 2 2 21x y x y x x      

sinz cosh cos sinz cosh
2 22 2 2y x y    

از توابع نمایی درحالت حقیقی، توابع هیپربولیک را می ساختیم، دقیقا شبیه : هذلولوي(هیپربولیک)توابع 
قرار می دهیم.x ،zهمان اما به جاي 

coshz 2
z ze e 

,sinhz 2
z ze e 



cosh
coth

sinh

z
z

z
,sinh

tanh
cosh

z
z

z


csch
sinh

1
z

z
,sech

cosh

1
z

z


z,نکته :   ze eتام هستند پسcoshz , sinhz.همه جا تحلیلی ودر نتیجه تام هستند
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قرار می دهیم.)x،z(شبیه روابط حقیقی، فقط به جاي: مشتق

)(coshz) sinhz2  ,)(sinhz) coshz1  

)(cothz) csch24 z ,)(tanhz) sech z23  

)(sechz) sechz.tanhz5   

)(cschz) cschz.cothz6   

ارتباط هایی بین توابع مختلط و توابع مثلثاتی هیپربولیک وجود دارد : 

sinz ,cos ,sinh ,cosh2 2 2 2
iz iz iz iz z z z ze e e e e e e e

z z
i

      
  

سینوس توابع هذلولوي و مثلثاتی رابطه نزدیکی باهم دارند.بنابراین سینوس و ک

sinh(iz) isinz, cosh(iz) cosz

z iz sin(iz) sinhz, cos(iz) coshz

x iz

i

  
   

نتایج زیربه دست می آید :بصورت مشابه

)cosh( z) coshz2  ,)sinh( z) sinhz1  

)cosh sinh2 23 1z z 

)sinh(z z ) sinhz cosh sinh cosh1 2 1 2 2 14 z z z  

)cos(z z ) cosh cosh sinh sinh1 2 1 2 1 25 z z z z  

و ازدورابطه آخراستفاده می کنیم،به روابط بعدي می رسیم :

)sinh sinh(x iy) sinh coshy icoshxsiny6 z x   

)coshz cosh(x iy) coshxcosy isinhxsiny7    

) cosh sinh cos
2 2 29 z x y ,) sinh sinh sin

2 2 28 z x y 

)به منظور تشریح روش اثبات، درستی اتحاد  را بررسی می کنیم.8(

sinh sinh sin
2 2 2z x y 
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sinh sin(i ) sini(x iy) sin( y ix) sin(x iy) sin sinh
2 2 2 2 2 2 2z z x y         

y,تعویض جايبا  x :در رابطه اخیر

sinh sin sinh
2 2 2z y x 

)coshمثال : عبارت  i)2 3  را به شکلu iv.بنویسد

cosh( i) cosh( )cos isinh( )sin cosh cos isinh sin2 3 2 3 2 3 2 3 2 3       

sinh sin2 3v  ,cosh cos2 3u 

بین توابع هیپربولیک مختلط و توابع مثلثاتی مختلط رابطه هاي زیر برقراراست : 

coshz cos(iz),sinh sin(iz)z i

coshz,sinh z2توابعی متناوب با دوره تناوب i.می باشند

cothz, tanhzتوابعی متناوب با دوره تناوبi .می باشند

:coshz,sinhzصفرهاي 
sinh sin(iz) sin(iz) iz k z k i,k , ,...0 0 0 0 1z i            

coshz cos(iz) z (k ) i,k , ,...0 0 0 12
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: تابع لگاریتمی بخش چهارم
با استفاده از تابع نمایی تعریف می کنیم.

, 0we z z w lnz   

, ( argz) e .i u iv u iv iw u iv z re e e re        

arg

u

iv i

e r u Lnr

e e v z 

    
   

argwe z w lnz u iv Lnr i z      

arg (r ,arg )0 2lnz lnr i z z z Argz k       

)lnمثال : مطلوب است محاسبه  i )1 3 .

, arctan( )
3 41 3 2 1 3z i r A rgz


      



( i ) ln i( ),k , ,...
41 3 2 2 0 13ln k


       

مقدارهاي زیادي می گیرد.kاین عدد مقدارزیادي پاسخ دارد زیراlnتوجه داشته باشید

: مقداراصلی
lnzجواب هاي چند مقداري     lnr iargz ln (Argz k ),k , ,...2 0 1z i        

0k، تک مقداري                          lnzمقداراصلی  lnz lnr iArgz    

, , ,...2 0 1lnz lnz k i k   

Argzپسعددي حقیقی و مثبت باشدzنکته : اگر 0ودرنتیجهlnz با لگاریتم طبیعی حقیقی(lnx) یکی می
شود.

Argzحقیقی و منفی باشد پسzاگر  پس ،lnz lnr i .

لگاریتم اعداد حقیقی منفی تعریف نشده است.،یادآوري : درحساب دیفرانسیل
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zمثال : براي  1. داریم

z x ,y r ,Argz arctan1 1 0 1 0 0       

ln ln( ) i( k ) k i1 1 0 2 2    

Ln ln( ) i( )1 1 0 0   به عنوان شاخه اصلی

)lnمثال : مقداراصلی  )1.را بیابید

z x ,y r ,Argz arctan( )
01 1 0 1 1          


Ln( ) ln( ) i i1 1     شاخه اصلی :

ln( ) ln( ) i( k ) i( k )1 1 2 2 1       درسایرنقاط :

(با ال کوچک) چند مقداري .ln(با ال بزرگ) نشانه شاخه اصلی وLnقرارداد : 

:lnzخواص 
)ln(z .z ) lnz ln1 2 1 21 z 

)ln ln3 nz n z,) ln( ) lnz ln1
1 2

2
2 z

z
z
 

zمثال : فرض کنیم  1 : دراینصورت ،

ln( ) ( k ) i2 1 2 2 1  ,ln( ) ln21 1 2k i  

)رابطه درقسمت بالانکته : درخواص لگاریتم برقرارنیست.lnبراي مقداراصلی 1(

z1مثال :  2 1iz e    :

ln(z ) ln(z ) ln( ) i1 2 2 1 2   ,ln(z z ) ln( )1 2 1 0 
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: شاخه ها و مشتقات لگاریتم
Lnzتک مقداري    ln z iArgz 

0zاین تابع در یست :و قسمت منفی محورحقیقی، پیوسته ن

(z)گرا Argzf وz0ی چنین نقطه اي شامل مقادیري نقطه اي روي قسمت منفی محورحقیقی باشد، هرهمسایگ
نزدیک استنزدیک است (ربع دوم) ومقادیري دلخواه که بهکه به  میشودf(z)از

0zمتفاوت وقتی مسیر(ربع سوم). پس دردو z دومقدارمتفاوت حاصل می شود.لذا تابع حد ندارد و پیوسته
0zپیوسته نیست. حال اگرLnzنیست. پس  وقسمت منفی محور حقیقی، درنظر گرفته نشود تابعLnz در

دامنه باقی مانده پیوسته خواهد بود.

درحالت کلی تراگر : 

ln ln arg ( r , )0 2z z i z z          

بوده و ه یرا مشتقات مرتبه اول آن پیوستتحلیلی نیزهست، زلکه بتابع فوق دردامنه تعیین شده نه تنها پیوسته است 
درمعادلات کوشی ریمان صدق می کند.

lnz u iv lnr iargz   

u lnr ln ln ln( )2 2 2 21
2z x y x y     

)cمضربی ازk2    (,v argz arctan( ) c
y

x
  

.
( )

2 2 22

1
1

y x

y y
u v

yx y x
x


    

 
,u .

( )
2 2 2

1 1
1

x y

x
v

yx y x
x

  
 

ریمان به جزمبدأ همه جا برقراراست._معادلات کوشی 

مشتق :

2 2
1x iy z

x y zz z


  


(lnz) u ( )

( )
2 2 22

1
1

x x

x y
iv i

yx y x
x
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(lnz)پس :  ( , argz )
1 0 2z
z

         

داریم :Lnzوهمچنین براي مشتق شاخه اصلی 

(Lnz) ( , Argz )
1 0z
z

      

ازصفحه مختلط تحلیلی باشد.Dکه در ناحیه اي مانند Lnzتابع تک مقداري :Lnzشاخه اصلی 

Lnz ln , ( Argz )z iA rgz      

خطی که براي تولید دامنه تحلیلی مورد استفاده قرارمی گیرد.بریدگی شاخه اي :

شاخه اي تابع چند مقداري يکه یک نقطه مشترك براي تمام بریدگی هاz0نقطه اي مانند نقطه شاخه اي :
است.

(z)مثال : فرض کنید  lnf z i  3که
2 2
 



 .

0zنقطه ناحیه ناپیوستگی  موهومی مثبت است.ومحور

(z)f    پیوسته وتحلیلی است,
30 2 2r
 




      امااگر

0xروي محورموهومی مثبت است که درآن بریدگی شاخه اي قسمت مشخص شده  .می باشد

)0x  0وy (
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(z)مثال : بزرگترین دامنه ازتابع  ln(z ( i))3 4f   را بیابید کهf.درآن تحلیلی است

z ( i) (x ) (y )i3 4 3 4      

Im y y0 4 0 4     

Re((x iy)) ( i) x3 4 0 3     

4x , y3 4 

تحلیلی استاند تحلیلی باشد،اما در سایرنقاط نمی تومشخص شده درناحیه 3
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بخش پنجم : توان هاي عمومی
lnbاگربا زبان برنامه نویسی پاسگال آشنایی داشته باشید، دربرنامه نویسی هاي پاسگال می نویسیم b aa e : پس

مختلط باشد : Cالف) 
C ln , ln ln arg (z )0C zz e z r i z   

lnzچند مقداري می باشد پسCz .نیزچند مقداري است

را محاسبه کنیم : Lnzرا بخواهیم تعیین کنیم کافیست مقداراصلی Czحال اگرمقداراصلی 

, lnC CLnzz e L nz r iA rgz  

عددي صحیح باشد.Cب) 

,تک مقداري     ,... (cosn isinn )1 2 n nC n z r         

عددي کسري باشد. Cج) اگر

)zام nچون ریشه  )n zچند مقداري است پس ،Cz  .هم چند مقداري می شود

چندمقداري    
ln

z ,(z )
1 1

0zC nn nz z e    C , , ,...
1 2 3n
n
 

یک مختلط است وگرنه جواب میشد یک)21ید کهرا محاسبه کنید.(توجه داشته باشد21مثال : مقدار

ln ,ln ?2 2 11 1e 

e0می گذاریم صفرکه می شودkاگربخواهیم مقداراصلی را محاسبه کنیم به جاي 1یعنی همان جواب
حقیقی.

, arctan1 1 1 0 0z r Arg    

( k )iln ln ( k ) ( k )i 2 2 21 1 2 0 2 1i e        

را بیابید.iiمثال : مقداراصلی 

, ?i iLnii e L ni 
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tan( ) ln
11 10 2 2 2z i r Argz Arc Lni i i

  
         

(i )2 2ii iLnii e e e
 


   

راعوض کنیم داریم :z,Cجاي Czاگردرتعریف 

( )1lnz z Cc e

lnz محورمحورحقیقی (منفی به جزمبدأ و نیمهxتک مقداري و تحلیلی است پس )ها ،Cz هم دراین دامنه تک
مقداري وتحلیلی است و:                                                            

(z ) z 1C Cc  

)دررابطه  ، تابعی تک مقداري خواهیم داشت که همه جا تحلیلی است و: lncباانتخاب یک مقداربراي 1(

(c ) lncz zc 

(i)مثال : نشان دهید   1

2
z zd

i
dz

 .

(c ) lncz zc 

arctan( ) ln ln ( k )
1 1 20 2 2Argc C i

 
     ,1c i r  

k lnC i (i ) i (i ) 10 2 2 2
z z zi
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ششم : توابع مثلثاتی وارون بخش 
sinمانند  1zیاtanArc z.

به عنوان نمونه ضابطه یکی ازاین توابع را بدست می آوریم :                                                                      

cos cosw1

2
iw iwe e

w z z z


 
    

22 2 1 0iw iw iw iwe e z e ze      

ln(z i )2 2 22 1 0 1 1iwt zt t e z i z iw z           iwe t

:iبا ضرب طرفین در

cos ln(z i )1 21w z i z    

به همین ترتیب بصورت مشابه داریم : 

tan ln( )1 1
2 1
i iz

z
iz

 



,sin ln(iz )1 21z i z   

sec ln( )1
21 1

z
z i

z

 
 

sinمثال : مقدار ( i)1 .را محاسبه کنید

sin ( i) i ln( )

ln( ) ln( ) ,k , , ,...

1 1 2
1 2 1 2 2 0 1 2k i

    

      

z , arctan

sin ( i) iln( ) ln( ), , ,...1

1 2 1 2 0 0
1 2 2 2 1 2 0 1

r Argz

k i k i k 

      

          

:توابع هذلولوي وارون
tanhمانند  ,cosh 1Arc z z

ضابطه ها را بدست می آوریم،بدست می آید.که مشابه قسمت قبل
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z(یعنی مثلاتمرین : مانند قسمت قبل اثبات کنید. sinhz sinh z1w    و ادامه بدهید تاz رابدست
آورید.)

sinh ln(z )1 2 1z z   

cosh (z )1 2 1z z   

tanh ln( )1 1 1
2 1

z
z

z
 




tanhمثال : مقدار  10.را حساب کنید

tanh ln( ) ln ln ln( ) i( k ) k i1 1 1 0 10 1 1 1 0 2 22 1 0 2   
      



، یک عددي مختلط می باشد)ln1(در 

tanh ( k i) , , ,...1 10 2 0 12 k i k     

:مشتق توابع مثلثاتی و هذلولوي وارون

)(tan z)1
2

13 1 z
  


,)(cos z)1

2
12

1 z

  


,)(sin z)1
2

11
1 z

  


وبه همین ترتیب براي توابع هایپربولیک وارون داریم :

)(cosh z)1
2

15
1 z

  


,)(sinh z)1
2

14
1 z

  


)لذا باهم متفاوت هستند و متغییرمی باشندها براساس دامنه آنهاستzاینکه(توجه داشته باشید

)(tanh z)1
2

16 1 z
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قراربگیرد درطرف دوم طبق قاعده زنجیره اي u، مانندzتابعی برحسب zتوجه داشته باشید اگربه جاينکته :
uیک .درصورت قرارمی گیرد

z(sinhتابعی برحسبuمشتق (به عنوان مثال :  1
21

u
u

u

 



.
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: نگاشت به وسیله توابع مقدماتی بخش هفتم 
ین توابع را بررسی می کنیم : حال که با توابع مقدماتی آشنا شدیم، نگاشت به وسیله ا

نمایش می دهیم. مثلا را جداگانه دردو دستگاه مختلف (باهرضابطه اي)، دامنه و برد درشکل هاي زیربراي نگاشت 
f(z)براي تابع  w،zدریک دستگاه وw(درصفحه هاي دوبعدي).نیزدریک دستگاه جداگانه بررسی می شود.

vy

ux

zصفحهwصفحه

متناظر wنواحی درصفحهچهبهzدراین بخش می خواهیم ببینیم به ازاي نگاشت هاي مختلف ناحیه درصفحه
می شود:

azالف) نگاشت  b  

aاگر1) 1 و درصورتی کهb 0،باشدbz   که به این نوع نگاشت یک انتقال می گوییم و هرنقطه
انتقال می دهد.bاندازه به bرادرجهت

vy

C D 

B ACD

BA

ux
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bنکته : اگر 0 باشد، درنتیجه نگاشت بصورتw zاشت همانی می گوییم، و هرنقطه را می شود که به آن نگ
)v,uبرروي خودش می نگارد.(در صفحه 

bاگر2) 0وa ,01صورتباشد نگاشت بazw .میشود

حقیقی باشد:aحال اگر

, argw argzw a z 

aسپس دوشکل مشابه هستند فقط شکل صفحه  ,wبرابر شکل صفحهz.است

aتوجه داشته باشید اگر 1.(بزرگتر)باشد حالت انبساط اتفاق می افتد.

0و اگر 1a (کوچکتر).باشد انقباض پیدا می کند.

مختلط باشد : aدرحالت بعدي اگر

a re

1

i i

i i

z e

a a e w e z

 

 

 

    

بگیریم اگر راxyحول مبدأ و یک انبساط یا انقباض (یعنی زاویه هرنقطه دلخواه درصفحه دوران به اندازه 
حول مبدأ بوجود می آید).جمع می شود لذا دوران به اندازه با 

0اگر 1a 1اگرباشد انقباض وaانبساط می شود.

)مثال : تبدیل i)z1 2w   ناحیه مستطیلی ازصفحهz نشان داده شده درشکل را به ناحیه مستطیلی
می نگارد.wدرصفحه 

1 2iB

AO
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4و دوران به اندازه2(انبساطی با ضریب 
  (صورت گرفتهa i 41 2 i

e


   z ( i)z1 

1v

1 3i 

AB 

1u
4


یریم درنهایت شکل بصورت زیراست :واحد به راست هم درنظربگ2حال اگرانتقال 

2zواحد به راست                                                              2انتقالی به اندازه   

v

1 3i

A B 

u4


2

,مثال :تصویرناحیه محدود به خطوط  , ,2 1 0 0y x y x    را تحت نگاشت( i)42 1 2i
w e z



  
پیدا کنید.

z x iy 

( )(x iy) i ( i)(x iy) i (x y ) i(x y ) u iv
2 22 1 2 1 1 2 1 22 2w i                 

,
1 3 1
2 2 2

u x y u v v u
x y

v x y
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,

,

0 3 0 1
1 5 2 5

x u v y v u

x u v y v u

       
       

vy

wz

( , )1 22

ux

1
zwایی ب) نگاشت نم e :

Re . ,i x iy x iy xz x iy w e e e R e y         

a  درصفحهwy a  درصفحهz

zها درصفحهxخطوط موازي با محورwخطوط شعاعی در صفحه

vy

b 

y b

a y a

ux

zها درصفحه xخطوط موازي با محورwخطوط شعاعی درصفحه
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yمثال : تصویر مستطیل  ,0 0 1x    را تحت نگاشتzw e.بیابید

,

,

0

1

0 1 0 0
1

x R e y

x R e e y



  

      

      

vy

y 

R e1x 0x 

u1Rx0y 

zصفحه wصفحه 

lnwج) نگاشت  z: چون این تابع معکوس تابع نمایی است کافیست نگاشت هایی که درصفحات قبل)
w,براي نگاشت نمایی داشتیم وارون کنیم یعنی جاي صفحات  z.(را عوض کنیم

ln ln arg lnr i( k ) u iv,( Argz )2w z r i z                

k(اگر 0           (شاخه اصلیu lnr, v k2     

.یک شاخه لگاریتم داریمkیک تابع چند مقداري است یعنی به ازاي هر

ew z وارون تابع نمایی =  تابع الگاریتم

z)می نگاردzرا به صفحهwصفحهاز2وارون این تابع، نوارهایی به عرض )0.

Cصفحهlnzپس هرشاخه ازتابع چند مقداري  0.را به روي چنین نواري می نگارد

kاگر 0 آنگاه شاخه اصلی ،lnLnz r iArgz ،صفحهC 0 2را روي این نوار(به عرضرويw(
می نگارد.
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,مثال : تصویرناحیه محدود به دونیم دایره  1z e z را تحت نگاشتW lnz.بیابید

حل :

lnz ln argw z i z u iv    

ln ln
ln

ln ln

1 1 0
0 1

1
z z u

z u u
z e z u e

         
    

argمیگیریم0,چون نیم دایره هستند بین 0z v v    

vy



ux

101
e

zصفحه wصفحه

nwد) تابع  z:
z re Re R r , ni n in i nw r e          

vy

B

r

ux2
n



A

zصفحهwصفحه
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1,مثال :تصویرقطاع  4 2z Argz
 

  3را تحت نگاشتw z.بیابید

Re Re3 3 3i i i iz re w w z r e        

,3 3 3R r Argz    

,
3 3 3 31 4 2 4 2R z r Argz

   
       

,
3 31 4 2R
 

  ,1 4 2z Argz
 

  

vy

2


u
3
4
3

2


x4


ه) تابع 
1
nw z(عددي صحیح و مثبت است) همان ریشهnامz)nw z.(

(cos isin ),k , ,...,n
2 2 01 1n k k

w r
n n

    
   

nمقدارحاصل، یک شاخهnهریک از z .است

اگر     2باشد، نگاشتی یک به یک به روي قطاع 2k k

n n

   


 
  0باشعاعR  می

شود.
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و) تابع 
1

w
z
:اگرصورت و مخرج این تابع را درz: ضرب کنیم

, . ,
2

2
1z

w zz z Z z w Z
zz z
    

1zانعکاس نسبت به دایرهتبدیل اول  یعنی تصویرنقطه ناصفرz نقطهZ زیر:هاي است باویژگی

arg arg ,
1

Z z Z
z

 

یک تقارن نسبت به محورحقیقی:تبدیل دوم 

y

z

Z

)w قرینه نقطهZ                                                     (

1مثال : ثابت کنید 
w

z
خطوط را به دوایروخطوط تبدیل می کنددوایرو.

درنظربگیریم :       xyحل : اگردایره اي را درصفحه 

x)(معادله دایره)  y ) Bx Cy D2 2 0A     

0,اگر1)چهارحالت ممکن است پیش آید:  0D A  دایره اي درxy.که ازمبدأ نمی گذرد

0,اگر2) 0D A  .دایره اي که ازمبدأ می گذرد

0,اگر3) 0D A  مبدأ نمی گذرد.نشان دهنده یک خط که از

,اگر4) A0 0D  .نشان دهنده خطی که از مبدأ می گذرد

xw
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,

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 u iv u v
w z i x iy

z w u iv u v u v u v
u v

x y
u v u v


        

   


  
 

y,با جایگزینی  x برحسب,v u : خواهیم داشت

A)یک دایره  )0 ویاخط(A )0D( ) Bu Cv A2 2 0u v     

wز)  sinz:

sinz sinxcoshy icosxsinhy u iv   

u sin cosh , cos sinhx y v x y  

1xبررسی تصاویرخطوط قائم  C:
, 10 2C x C


  

( y ) sinC cos , cos sinh1 1u hy v C y  

زیراست:شاخه سمت راست هذلولی که 

sin cos

2 2

2 2
1 1

1u v

C C
 

شاخه سمت چپ همان هذلولی

vy

C FCF

ux

1B E 1
2


BE2


AD AD

,1 102 C x C
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0vمثال : تصویرناحیه   ،2u

را تحت تبدیلz sinw.بیابید

sin sin cosh cos sinh

sin cosh , cos sinh

z w u v i u v x iy

x u v y u v

    
  

cosh ,sinh ,0 1 0 0v v v y x      
wتوابع sinhz, cosw z :و... با استفاده از تابع سینوس

2(انتقال به اندازه
      (ونگاشت سینوسیcos sin(z )2w z


   

2(دوران به اندازه
2، نگاشتی سینوسی، دوران


     (w sinhz isin(iz)  

zمثال : تصویرخط ix0را که 2x


 تحت نگاشتcoshw z.بیابید

cosزوج استcos(چون cosz z      (cosh cos cosw z iz z   

cos , 0u x v  

,0 0 1 02x u v
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ارم: انتگرال گیري درصفحه مختصاتفصل چه

بخش اول : انتگرال خط درصفحه مختلط

آنگورسا و نتایج _قضیه کوشی بخش دوم : 

بخش سوم : فرمول انتگرال کوشی و تعمیم آن
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بخش اول : انتگرال خط درصفحه مختلط
انتگرال گیري بریک بازه (یک پاره خط) ازخط :حقیقیدرحساب دیفرانسیل و انتگرال:مسیر انتگرال گیري

حقیقی می باشد.

درصفحه مختلط می Cانتگرال گیري درطول یک منحنی: ا انتگرال روي خط توابع مختلط اما درانتگرال معین ی
باشد.

که انتگرال گیري برآن صورت می پذیرد.Cمنحنیمسیر انتگرال گیري :

) :t: (پارامترCنمایش پارامتري منحنی
, a t b (t) (t) iy(t)z x iy z x    

yمثال : شکل پارامتري قسمتی ازخط  t3:عبارت است از

x t y t z(t) t i t3 3     

xمثال : نمایش پرامتري سهمی , 20 1 y x  .را بنویسید

0 1t ,(t) t it2 2x t y t z     

1zمثال : نمایش پارمتري دایره یکه  .را بیابید

z(t) cost isint, t0 2    
cos cos

sint sint

x z t t

y i z i

 

 

منحنی که خودش را قطع نکند.:منحنی ساده (کمان جردن)

منحنی ساده اي که ابتدا وانتهاي آن برهم منطبق است.منحنی ساده بسته (منحنی جردن):

aدرفاصلهz(t)درمعادله پارامتريy(t),x(t)اگر t b  داراي مشتقات پیوسته باشد می گوییم منحنی
است.قطعه هموار)(یک هموار

یک منحنی ساده شامل تعداد متناهی منحنی هموارباشد می گوییم منحنی تکه اي هموار است.
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وصل Bرا به نقطه Aیک منحنی ساده تکه اي هموارباشد که نقطهCفرض کنیمخط :تعریف انتگرال
می کند.

kzky1kz 

nB z

2z

1z

0A z

s (y )(z z ) (y ) z1
1 1

n n

n k k k k k
k k

f f
 

    

max (z)dz lim (y ) z1 0 1k

n

k k k kc z
k

z z z f f  


     

dz(z)آنگاه ازنماد 8یک منحنی بسته باشد مثل یک دایره یا منحنی به شکل Cگرا
c
f کنیم.میاستفاده

: محاسبه انتگرال خط
aیک مسیرتکه اي هموارباشد که باCاگرقضیه :  t b و(t)z z نمایش داده شده همچنین( )f z

باشد آنگاه : Cیک تابع پیوسته بر

(z)dz (z(t))z (t)dt
b

c a
f f  

(t) x(t) iy(t) dz z (t)dt (x (t) iy (t))dt

(z)dz (x(t) iy(t))(x (t) iy (t))dt
b

c a

z z

f f
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: خواص انتگرال خط
)k             (عدد ثابت) (z)dz (z)dz1

c
C

kf k f 

) ( (z) g(z))dz (z)dz (z)dz2
c c c

f f g    
2,به دو قسمتCاگرمسیر 1C C: تجزیه شود

) (z) dz (z) dz (z) dz
1 2 1 2

3
c c c c

f f f


   

)C مسیري خلاف جهتC    (است) (z)dz (z)dz4
c c
f f


  

()    ML(نامساوي  (z)dz5
c
f ML

Mکران بالاي(z)fرويCوLطول منحنیC.است

zمثال : مطلوب است محاسبه کران بالاي dz2
cکه درآنCتا0یک پاره خط ازi1.می باشد

حل:

L ( ) ( )2 21 0 0 1 2     طول منحنیC

(z) z dz2 22 2 2
c

f z   
dz(z)مثال : مقدار 

c
f را وقتی( ) x iy2 3f z  :است را براي حالت هاي زیر بیابید

2yسهمیCالف) xازمرکزمختصات تا نقطه( , )11A .است

)Bازمرکزمختصات به نقطهCب) , xوسپس روي خط10( 1به نقطه( , )11A.

پاسخ قسمت الف) : 

پارامتري کردن مسیر: 1)

, (t) t it ,2 2 0 1z x iy x t y t z t         
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ازطرفین دیفرانسیل میگیریم :

(t)dt ( i t)dt1 2dz z   

:f(z(t))محاسبه 2)

f(z(t)) f(x(t) , y(t)) t (t )2 2 3 2 6i t it    

جایگذاري طبق قضیه :3)

(z)dz (z(t))z (t)dt (t it )( ti)dt
1 2 6
0

1 2a

c b
f f      

i2(ابتدا ضرب می کنیم و:انتگرال معین بالا را حل می کنیم1شبیه ریاضی  1.وسپس حل می کنیم(

1 9
12 14 i  پاسخ قسمت

ب) :

)ازمرکزمختصات به نقطه , )10B 1وسپس روي خطx به نقطهA( , )11 :

y
C : , t

(t) t , f(z(t)) t

1

2

0 10
x t

y

z


  

  

( , )11A

2C

x( , )10B1Co

C : , (t) it,f(z(t)) it3
2

1 0 1 1 1x
t z

y t


       

f(z)dz (z)dz (z)dz ( t )(i)
1 12 3

0 0

71 3C OB BA
f f t dt i dt          

0دایره Cنشان دهیداگرمثال :
iz z re  با جهتی عکس عقربه هاي ساعت و(z)f برآن پیوسته

باشد،آنگاه :
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(z)dz (z re )e
2

00
i i

C
f ir f d

     
وبا استفاده ازآن ثابت کنید :

,
(z z ) dz

,0
0 1
2 1

n

C

n

i n
 

    


حل :

, ,0 0 0 2i i iz z re z z re dz rie d            

(z)dz (z re )(rie )d (z re ) d
2 2

0 00 0
i i i i

C
f f ri f e

           
(z)بافرض  (z z )0

nf  داریم:

(z)dz (z z ) dz (z re z ) (e )d
2

0 0 00
n i n i

C C
f ir f

         
(n )

,
1 1 2 0 101

n iir e
n

n

  

   


(n ). e d
2 21 1

0 0
n in i n iir r e e d ir

       

:باشد1nحال اگر

(z z ) (re ) (e )d d
2 21 1

0 0 0
2i i

C
dz ir i i

            
توجه داشته باشید این انتگرال مستقل ازشعاع دایره است

,
(z z ) dz

,0
0 1
2 1

n

C

n

i n
 

    


نتیجه : انتگرال روي خط توابع مختلط، به مسیرانتگرال گیري وابسته است.

Fمقدارکارانجام شده به وسیله نیروي:Fمقدارکارانجام شده به وسیله نیروي  ui vj 
  در طول

مسیر عبارت است از :

Re (z)dz
C

f
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)Re.(که درآنقسمت حقیقیf u iv  مزدوجf u iv .است

x)مثال : مقدارکارانجام شده توسط نیروي ) i x2 3F y j  
  را روي مسیرمستقیم ازنقطه( , )00A تا

B( , نقطه بیابید.12(

Bحل : ابتدا معادله خط گذرا ازدونقطه  , A .را به دست می آوریم

Cmمسیر (x ) y x
2 0 2 0 2 0 21 0

B A

B A

y y
y

x x

 
         

 

: , (t) t i( t), z (t) i0 1 2 1 22
x t

C t z
y t

        

f(z) (x y ) ix (z) (x y ) ix2 3 2 3f      

را می نویسیم : f(z(t))و2tمی گذاریمyوبه جايtمی گذاریمxحال به جاي

(z(t)) (t ( t) ) i(t ) (t t ) it2 3 2 32 4f      

dz(z)حال باید 
C

f که همان(z(t)) z (t)dt
C

f  : است را محاسبه کنیم، قسمت حقیقی جواب است

Re (z)dz Re (z(t))z (t)dt
1

0C
f f   کار انجام شده

 Re (t t ) it Re ( )( t t t )

Re( i)

1 2 3 2 3 4
0

11 44 1 2 1 2 02 3 4
7 41 7
3 12 3

i
i dt i
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گورسا و نتایج آن _: قضیه کوشیبخش دوم
تیجه را جواب نبراي بسیاري از انتگرال ها نیازي به محاسبه نیست و کافیست از این قضیه استفاده کنیم و بلافاصله

بدهیم.

f، تحلیلی وCوروي مرزآن یعنیDدر ناحیهf(z)تابعاگر: قضیه کوشی (z) روي این مرز پیوسته باشد
آنگاه : 

C

(z)dz 0
C

f 

)C(جهت مثبت

واگردرجهت منفی نه چپش داخل مسیرمی افتد، ناظر درحین عبوردرآن جهت، شا:نحوه تعیین جهت مثبت
حرکت کنیم انتگرال قرینه می شود.

:مثال : حاصل 1C z  ،
cosC

e
dz

z


.را بیابید

cosنقاط تکین             , , ,...0 0 12z z k k


      

(z)واقع نیستند، تابعCنقاط تکین درمسیرچون 
cos

ze
f

z
داخل و روي مسیردرتمام نقاطC تحلیلی

f(z)است.ازطرفی  روينیزC: پیوسته است، پس

cos
0

z

C

e
dz

z


: گورسا_قضیه کوشی
تحلیلی باشد، آنگاه :Cدرتمام نقاط داخل و روي مرزساده بسته f(z)اگرتابع 

(z)dz 0
C

f 
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2مثال : مطلوب است محاسبه  4C

dz

z ،که درآنC.دایره واحد است

2احد قراردارند     نقاط تکین که خارج ازدایره و 4 0 2z z i    

و روي مرزآن تحلیلی است، لذا حاصل انتگرال صفراست.Dپس تابع درناحیه 

باشد، Dفقط شامل نقاط Dرا همبند ساده می نامیم.هرگاه هرمسیرساده بسته درCبا مرزDناحیه تعریف :
درغیراین صورت ناحیه را همبند چندگانه می نامیم. 

C

همبند چندگانه                          همبند ساده                           همبند ساده

: گورسا_ینتایجی از قضیه کوش
داریم :Dدرون Cی باشد، به ازاي هرمسیرساده بستهتحلیلDناحیه همبند ساده درf(z)هرگاه1)

(z) 0
C

f dz 

CD

بخش قبل دیدیم که : مثال : در

(z z ) ,0 0 1n

C
dz n   

, :2
2

1 0 1
C C

dz z dz C z
z
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(z)اما این جواب را نمی توان با استفاده از نتیجه قبل، به دست آورد چون : 2
1

f
z
0درz  ،تحلیلی نیست

یک شرط کافی است نه لازم.Dدرfتحلیلی بودنپس:

(z)ثال : فرض کنیدم
1

f
z
 ، |1 3D z z  وC مرکزو 2دایره اي به شعاع( , باشد دراین 00(

صورت :

(1fبرD.تحلیلی است

(2Cمسیرساده بسته اي درD.است

3

(z z ) ,0
12 1 2 0n

C C
dz i n dz i

z
        

در مطلب بالا، ضروري است.Dنتیجه : شرط همبند ساده بودن دامنه 

مستقل  f(z)تحلیلی باشد، آنگاه انتگرال Dدرناحیه همبند ساهf(z)مستقل ازمسیربودن : اگر2)

است.Dازمسیر

1c2z1c2z

1z*
2c1z2c
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*
(z)dz (z)dz

1 2
0

C C
f f    گورسا_قضیه کوشی

*
(z)dz (z)dz (z)dz

1 2 2C C C
f f f      

(z)تحلیلی باشد، آنگاه تابع Dدرناحیه همبند ساده f(z)اگر3) (w)dw
2

1

z

z
F f درDتحلیلی است و

(z) f(z)F  1(مانند قضیه اول حساب دیفرانسیل انتگرال درریاضی.(

مثال : انتگرال هاي زیررا حساب کنید.

0
0

1 1 20
i z z ii
e dz e e e

 
        الف)

cosh sinh (sinh sinh )
1 2 2
1

11 1 1 1 012 2z z dz z


   
ب)

2,با مرزهاينه (چندگانه)ادوگیک ناحیه همبند Dاگر4) 1C C وتابع(z)fتحلیلی باشد آنگاه :آن در

(z) dz (z) dz
1 2C C
f f  

2c2c2c

1D

1c2D2c

1c1c1c1c

دومسیرکاذب را درست کردیم               جهت ها مثبت است

(z)(یعنی با هم برابرند)     dz (z) dz
1 2

0
C C

f f    
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1مسیرشکل زیر باشد،Cمثال : فرض کنید
C

dz
z.را محاسبه کنید

c            یک مسیرمنظم مانندc

داخل مسیر             cدایره

درست می کنیم

Rدایره با شعاع

(Rie )d
Re

2 2

0 0

1 1 1 2i
iC z R

dz dz i d i
z z

 
   


      

Rei iz dz Rie d    
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بخش سوم : فرمول انتگرال کوشی 
0zروي مرزآن تحلیلی باشد. دراین صورت، به ازاي هرنقطهوDسادهدر ناحیه همبندf(z)قضیه : فرض کنید

را شامل باشد، داریم : 0zکه DدرCهرمسیرساده بسته وDدر

Dc

باضرب طرفین در

coshمثال : حاصل
2 2C

z
dz

z zکه درآنرا بیابید ،C 1مرزدایرهz .است

حل : 

0zفقط  داخل ناحیهD  2,قراردارد 2 0 0 2z z z z     

cosh
(z) , ( )0

10 02 2
z

f z f
z

    


cosh
cosh

( ) i2
2 2 02C C

z
z zdz dz if

z z
     

  

: تعمیم فرمول انتگرال کوشی
می دهیم یک تابع تحلیلی ازهرمرتبه داراي مشتق است.نکوشی، نشادراین بخش، با استفاده از فرمول انتگرال 

درهرنقطه اي مثلfتحلیلی باشد. دراین صورت،Cبا مرزDناحیه همبند ساده درf(z)فرض کنیدقضیه :
0z : ازاین ناحیه داراي مشتق ازهرمرتبه اي است و این مشتقات تحلیلی هستند

0z
(z)

(z )
(z z ) 0

0

1
2 C

f
dz f

i



(z)

(z )
(z z ) 0

0
2

C

f
dz if 

2 i
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)n مشتق مرتبه (n       ام! (z)
(z )

(z z )0 1
02 nC

n f
f dz

i  


اگرطرفین رابطه بالا را در
!

2 i

n

: ضرب کنیم

(z)
(z )

(z z ) ! 01
0

2 n
nC

f i
dz f

n


 



2zدایرهCمثال : اگر ،باشد(z )
dz

(z )

2

2
1

1C

z 
.را محاسبه کنید

1zتابع در    1تحلیلی نیست 0 1z z    

(z) z(z )2 1f  

مثال :حاصل 
(z )(z )23 1

z

C

e dz

 .را براي حالت ها زیر بدست آورید

:
3
2C z                                    ب):

1
2C z الف)

حل : 

z)تابع در این نقاط تحلیلی نیست  )(z ) ,23 1 0 3 1z z       

ناحیه هستند،پس تابع تحلیلی است و طبق قضیه کوشی حاصل انتگرال ) هردو نقطه به دست آمده خارج ازالف
صفر است.

3211
2

1

3ب) براي 
2z  1، فقط نقطهz  : داخل مسیراست بنابراین

(z )
(z(z )) | ( )

( ) !

2
2

12
1 2 1 2 4 81 1 zC

z i
dz i i

z
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3
2

11

( )
(z )2

103 2 11 3 16

z

z

C

e
ez dz i i

zz e




   
  

(z) 3
ze

f
z



نتایج قضیه فوق : 
پیوسته باشد وبه Dدرناحیه همبند ساده f(z)فرض کنید تابعقضیه مورآ (عکس قضیه کوشی گورسا) :1)

داشته باشیم : DدرCازاي هرمسیرساده بسته 

(z)dz 0
C

f 
تحلیلی است.Dدرf(z)دراینصورت 

باشد یعنیf(z)کران بالاي Mوrوشعاعz0دایره اي به مرکزCفرض کنیدنامساوي کوشی :2)
(z)f M : در اینصورت .

(n , , ,...)012!
(z )0

n
n

Mn
f

r


تگرال کوشی : نبرهان : تعمیم فرمول ا

! (z) ! ! ( i) !
(z ) . .

( )0 1 1 1
0

2
2 2 2

n
n n n nC

n f n ML n M Mn
f dz

i z z i r i r r


       



قضیه لیوویل :3)

f(z)تحلیلی وf(z)اگر M آنگاه ،(z)f.تابعی ثابت است

nبرهان : در نامساوي کوشی قرارمی دهیم 1 : بنابراین ،



فرمول انتگرال کوشی)_فصل چهارم(بخش سوم

٨٢

(z)
M

f
r

 

)را به اندازه کافی بزرگ انتخاب کردrتابعی تام است می توان fچون )r در اینصورت ،(z) 0f  

تابعی ثابت است.f(z)دلخواه بود نتیجه می شود zاست وچون

بصورت زیر : nجمله اي مرتبههرچند :قضیه اساسی جبر

(z) a a z ... a z0 1
n

np    

حداقل یک ریشه دارد.

0برهان : اگر 0a  0کنیممی نتیجه بدیهی است، فرض 0a  وبه برهان خلفp(z) 0 : دراینصورت

f(z)
(z)

1
p
      تحلیلیp(z) 0 

کرانداراست زیرا :f(z)ازطرفی 

(z) z ( ... a )0 1
1

n
nn n

a a
p

z z    

... (z)0 1
1 2 2

n
n n

nn n

a a a a z
z a p

z z       به اندازه کافی بزرگ

پس داریم : 

(z)f   کراندار(z)
(z)

1 2
n

n

f
p a z
  

(z)p   ثابتf(z)   ثابتطبق قضیه لیوول

(z)هست کهzمقادیرمختلفی اختیارمی کند.پس حداقل یکz ،(z)pکه چنین نیست، زیرا به ازاي هر 0p .

aنشان دهید معادله مثال :  a z ... a z0 1 0n
n   دقیقاn.ریشه دارد

(z)حل : فرض کنیم  a a z ... a z0 1
n

np     پس حداقل یک .z z1 وجود دارد به طوري که(z )1 0p  .
بنابراین :



فرمول انتگرال کوشی)_فصل چهارم(بخش سوم

٨٣

(z) (z z )Q(z) z z ; (z )1 2 2 0p Q    

p(z) (z z )(z z )R(z)1 2   



(z)ریشه است.    nمعادله داراي (z z )(z z )...(z z )1 2 np     

تحلیلی rو شعاع aبه مرکزCداخل و روي مرزدایرهf(z)فرض کنیم :قضیه مقدارمیانگین گوس 4)
باشد دراینصورت : 

f(a) (a re ) d

(a re ) d (a)

2

0

2

0

1
2

2

i

i

f

f f

 

 




 

 

  




برهان : فرمول انتگرال کوشی :

(z)
f(a)

1
2 C

f
dz

i z a




zکه  a r   یاiz a re  .است

و باجایگذاري درانتگرال، نتیجه حاصل می شود.

sinمثال : حاصل  ( e )d
2 2

0
24

i 
.را بیابید

حل : ازمقایسه با قضیه مقدارمیانگین گاوس داریم : 

(a re )d (a)
2

0
2if f

    

(x) sin2f x,a 4



sin ( e )d sin ( ) ( )
2 2 2 2

0

22 2 24 4 2
i  
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:قضیه ماکزیمم و مینیمم هنگ توابع
مقدارماکزیمم خود را روي f(z)تحلیلی وغیرثابت باشد، آنگاه Cداخل وروي منحنی ساده بستهf(z)اگر

(z)درداخل منحنی، zاختیارمی کند، به علاوه اگربه ازاي هرCمنحنی 0f  آنگاه مقدارمینیمم ،(z)f هم
قراردارد. Cروي منحنیzبه ازاي هر

(z)مثال : فرض کنید ezf   ،1z نقاطی ازاین ناحیه را بیابید که به ازاي آنها ،(z)f مقادیر ماکزیمم و
مینیمم خود را اختیارمی کند.

1zدرناحیهezحل :   : تابعی تام است و هیچگاه صفرنمیشود.بنابراین طبق قضیه داریم

(z) e e e e e ez x iy x iy x xf     

max (z) max(e ) x , y

min (z) min(e ) x , y

1 0
1 0

x

x

f

f

     
    

1zکه هردونقطه روي مرزدایره   .قراردارند
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.فصل پنجم : سري مختلط، قضیه مانده ها وکاربرد آنها درحل انتگرال

بخش اول : دنباله و سري هاي مختلط

بخش دوم : سري تیلور و لوران

بخش سوم : تکین ها و مانده ها

مانده ها درحل انتگرال هاي حقیقیبخش چهارم : کاربرد قضیه 
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دنباله و سري هاي مختلط بخش اول :
: دنباله ها

تابع مختلطی که دامنه آن اعداد طبیعی وبرد آن یک مجموعه غیرتهی مختلط باشد، مقادیربرد دنباله مختلط :

,تابع را با  ..., ,2 1nz z zیا اختصارا با  1n nz 
.نمایش می دهیم

,به عبارت بهتر، دنباله اي به شکل  ,...,1 2 nz z z کهk k kz x iy .یک دنباله مختلط است

دنباله :همگرایی  1n nz 
 را همگرا بهCمی گوییم و می نویسیمnz C : هرگاه

lim n
n

z C


: یعنی

;0 nN n N z C         



دنباله مختلط همگرا

مثال : ثابت کنید دنباله  1n n
z


 با( ) i( )
1 22 1nz
n n

    2بهC i .همگراست

حل : 

i, , ,....
3 5 51 3 22 3 3i i    جملات دنباله

( ) ( i)
1 2 1 2 5 52 1 2nz c i i n
n n n n n
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صفراست.مثال : دنباله زیرهمگرا به 

, , , ,...
1 1

2 3 4
ni i

i
n

       
  

مثال : دنباله هاي زیر واگرا هستند.

   , , , ,...1 1ni i i  

   ( i)1 n
nz  

nدنباله اي ازاعداد مختلط با جملات قضیه : n nz x iy  براي, ,...1 2n  همگرا بهC x iy  است
,اگروتنها اگردنباله قسمت هاي حقیقی  , ...1 2x xبهx ودنباله قسمت هاي موهومی, , ...1 2y y بهy همگرا

باشد.

)sinمثال : همگرایی دنباله با جمله عمومی  ) i( )1 n
nz

n


  .را بررسی کنید

حل :

sin , sin 0nx n
n n

 
  

( ) ,1 1n
n ny n y     

پس دنباله   1n n
y


 واگراست ودرنتیجه  1n n
z


.واگرا می باشد

,به ازاي یک دنباله مفروض:سري ها ,...,1 2 nz z z : دنباله اي بصورت یک مجموع به شکل زیرتعریف می کنیم

...

1 1

2 1 2

1 2n n

s z

s z z

s z z z
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این دنباله را دنباله حاصل جمع هاي جزئی سري 
1

n
n

z



 وz ,z , ...1 را جملات سري می نامیم. دنباله فوق را 2

sماد ن
1

n

n k
k

z


.نشان می دهیم

باشد، یعنی :حاصل جمع هاي جزئی آن همگرا حاصل از سري که دنباله:همگرایی سري

lim n
n

s s




، مجموع یا مقدارسري می گوییم : sبه 

z z ...1 2
1

n

n
n

S z


   

سري که همگرا نباشد.:سري واگرا

قضیه : سري
1

n

n
n

z

 با جملاتn n nz x iy  بهs u iv 1...همگراست، اگروتنها اگر 2x x بهuو

...1 2y y  بهvهمگرا باشد.

مثال : همگرایی سري
0

n

n

z



.را بررسی کنید

حل :

z...2سري هندسی با قدرنسبت 

0
1

n
k n

n
k

s z z z z


      

( q )
(s )1 1

1
n

n

a

q





,...

1
2 11 1

n
n

n

z
s z z z

z


      



سري واگراست    
lim

lim

11 1
1

n
n

n
n

z s
z

z s
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به عنوان یک نتیجه ازمطلب قبل :

... ,2

0

11 11
n

n

z z z z
z





      


قراردهیم :z،zال اگر به جايح

... ( ) ( ) ,2 3

0 0

11 1 11
n n n

n n

z z z z z z
z

 

 

         
 

1zتمام مطالب بالا زمانی معتبراست که شرط یعنی  .برقرارباشد

(z)سري :همگرایی یکنواخت
1

k
k

f



 را درنظرمی گیریم ومجموعn جمله اول آن را با(z)ns نشان می

دهیم.

است، هرگاه : s(z)یکنواخت به يهمگراRاین سري را در ناحیه

; , (z) s (z)0 nN z R n N s          

فرض کنیم سري: قضیه (آزمون وایرشتراس)
1

k
k

m



یک سري همگرا با جملات مثبت و ثابت..., ,2 1m m ،باشد

(z)دراین صورت، سري 
1

k
k

f



 در ناحیهRگراي یکنواخت است اگر به ازاي هرهم(z R) ،(z)k kf m.

(z): اگرقضیه : (مشتق گیري جمله به جمله ازسري)
1

k
k

f



به ازاي هرz R بههمگراي یکنواختS(z) بوده و

f,...تمام جملات  (z),f (z)2 داریم :Rتحلیلی باشند، آنگاه درهرنقطه داخلRدر1

(S(z))(مجموع مشتقات =مشتق کل مجموع)  (z)
1

k
k

f




 

مثال : سري تابع 
( z)2

1
1

را بدست آورید.

حل : 
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...,2 3

0

1 1 11
n

n

z z z z z
z





      
 

( ) z z ...2 31 1 2 3 41 z
z
     



z z ... nz ,
( z)

2 3 1
2

1

1 1 2 3 4 11
n

n

z z






      
 

(z): اگرقضیه : (انتگرال گیري جمله به جمله ازسري)
1

k
k

f



 درناحیهR ،همگراي یکنواخت بوده و دراین ناحیه

f,...تمام جملات  , f2 باشد، آنگاه :Rیک منحنی درCپیوسته باشند و1

(z) (z)dz
1 1

k kC C
k k

f dz f
 

 

 
  

   
یعنی از جملات سري می توان جمله به جمله انتگرال گرفت.

)مثال : سري تابع  z)1Ln .را بدست آورید

حل : 

...,2

0

1 1 11
n

n

z z z z
z





     
 

...21
1c c c c

dz dz zdz z dz
z

    
   

0zازCکه منحنی  تاz z.است

( z) z ... ,
2 3

1
1 12 3

n

n

z z z
Ln z

n





       

( z) ,
1

1 1
n

n

z
Ln z

n





   

: آزمون هاي همگرایی
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: اگرسريقضیه واگرایی
1

n
n

z



باشد، آنگاهاهمگرlim 0n

x
z


 بنابراین هرسري که براي آن، این رابطه .

برقرارنباشد، واگراست.

تذکر : شرط فوق، شرط لازم براي همگرایی است نه کافی.

مثال : سري همساز
1

1
n n




.درشرط فوق صدق می کند، اما واگراست

آزمون نسبت : 

nf 1همگراL  

nf   1واگراL  lim 1n

n
n

f
L

f



 

1Lآزمون بی نتیجه     

نکته : معمولا در بررسی سري هاي شامل فاکتوریل ازآزمون نسبت استفاده می کنیم.

مثال : همگرایی سري
!0

2n

n n




.را بررسی کنید

!
lim lim lim

(n )!

1
1 2 2 0 11 2 1

n
n

nn n n
n

f n

f n




  
    

 

بنابراین سري همگراست.

: آزمون ریشه

nf1ستهمگراL  

nf1ستواگراL  lim n
n

n
f L


 

1Lآزمون بی نتیجه     

ام ازآزمون ریشه استفاده می کنیم.nنکته : معمولا در بررسی سري هاي شامل توان 
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مثال : همگرایی سري 
( i) !

1

2 n

n
n

n

n




                                               .را بررسی کنید

)سري همگراست i) !
lim lim !

2 2 0 1
n

n
nn n

n i
n

n n 
   

nفرض کنیم:آزمون مقایسه nf gدراین صورت اگر ، :

ng همگرا باشدnf .همگراست

nf واگرا باشدng .واگراست

: همگراییناحیه _شعاع همگرایی
: (همگرایی در یک قرص) قبلا دیدیم که سري هندسی :1مثال

...2

0
1n

n

z z z




   

1zبه ازاي   1همگرا وبه ازايz واگراست.

) سري :z: (همگرایی به ازاي هر2مثال

...
! ! !

2 3

0
1 2 3

n

n

z z z
z

n





    

همگراست، زیرا : zهربه ازاي 

!
lim lim lim

(n )!

1
1 0 11 1

n
n

nn n n
n

f z n z

f z n




  
    

 

: (همگرایی فقط در مرکز)سري :3مثال

! ...2 3

0
1 2 6n

n

n z z z




   
0zفقط در 0همگرا وبه ازاي هرz  :واگراست، زیرا
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(n )!
lim lim lim(n )

n!z

1
1 1 1

n
n

nn n n
n

f z
z

f




  


  

0سري همگرا 1  0حدz  

0zحد  ا     واگرسري   

همگراستکه شامل همه نقاطی است که سري درآنهاباشد0zشعاع کوچکترین دایره به مرکزRفرض کنید

0zهایی که در نامساوي zدر این صورت به ازاي تمام  z R .صدق می کنند، سري همگراست

0zهایی که دررابطهzکوچکترین عدد ممکن است، سري به ازاي تمام Rچون z R  ،صدق می کنند
واگراست.

0zدایره z R را دایره همگرایی و شعاعR.را همگرایی سري می نامند

واگرا

Rهمگرا

0z

x

دایره همگرایی

R ازاي هرسري بهz2(یابرکل صفحه مختلط) همگراست .(مانند مثال.(

0R 0سري تنها درz z 3همگراست(مانند مثال.(

براي بدست آوردن شعاع همگرایی، از آزمون هاي همگرایی استفاده می کنیم.

)L          (1حد موردنظردرهریک ازآزمون ها بود
R

L


مثال : ناحیه همگرایی 
!0

n

n

z

n




.را تعیین نمایید
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!
lim lim lim

(n )!

1
1 01 1

n n
n

nn n n
n

f z n z
L

f z n




  
    

 

1همگراست.    zسري به ازاي هر
R

L
  

zناحیه همگرایی :   .

مثال : شعاع همگرایی سري 
( )!

( !)2
0

2
n

n

n




.را بیابید

 
 

(n ) ! ( !) ( n )( n )
lim lim

( n)! ( )(n )!

2

2 2
2 1 2 2 2 1 142 1 41n n

n
L R

n 
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خش دوم : سري هاي تیلور و لوران ب
0zدرهمسایگیf(z)اگرتابع :قضیه تیلور z : تحلیلی باشد، آنگاه

(z) (z z ) (z z ) (z z ) ...2
0 0 1 0 2 0

0

n
n

n

f a a a a




       

(t)

(t z ) 1
0

1
2n nC

f
a dt

i 


(n)(z )

!
0

n

f
a

n
 تعمیم فرمول انتگرال کوشی

(z ) (z )
(z) f(z ) (z z ) (z z ) ...

! !
20 0

0 0 01 2
f f

f
 

      

0zحول fسري فوق را سري تیلورتابع z.می نامیم

(z)مثال : سري تیلورتابع  coszf  را حولz 2

.نوشته و دامنه همگرایی سري را تعیین کنید

(z) cosz f( ) cos 02 2f
 

   

(z) sinz f ( ) sin 12 2f
        

f (z) cosz f ( ) cos 02 2
       


( ) ( )

cosz f( ) (z ) (z ) ....
! !

22 2
2 1 2 2 2

f f
 

   
      

( ) ( )
cos (z ) (z ) (z ) ...

! ! !
2 31 0 10 1 2 2 2 3 2z

   
        سري تیلورcosz
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( )
(z )

( n )!
2 1

1

1
2 1 2

n
n

n







 



محاسبه دامنه همگرایی : 

( ) (z ) ( )( )!
lim lim lim

( n )! n( )( )

1 2 1 2

1

2 1

1 2 12 2 02 1 2 2 1
2

n n

n

n n nnn

zf n
L

f nz

 



 



  

  
    

 

1همگراست.    zتابع به ازاي هر
R

L
  

zدایره اي به شعاع :دامنه همگرایی r  .است

0اگر در سري تیلور تابع، قراردهیم:سري مک لورن 0z  سري حاصل را سري مک لورن ،

می نامند.

(z) z z z ...2
0 1 2

0

n
n

n

f a a a a




    

:مهمبسط مک لورن چند تابع 

, z  ) ...
! ! ! !

1 2 3

0
1 1 1 2 3

n
z

n

z z z z
e

n





     

, z  
( )

)cosz ...
! ! ! ( )!

2 4 6 2

0

12 1 2 4 6 2
n n

n

z z z z

n






     

, z  
( )

)sinz ...
! ! ! ( )!

3 5 7 2 1

0

13 3 5 7 2
n n

n

z z z z
z

n






     

, 2z

) tanz ...

3 524 3 15
z z

z   
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, 2z

) secz

2 455 1 2 24
z z

  

,0 z  ) cscz ...
31 76 6 360

z z

z
   

, 1z 
( )

)tan z ...
3 5 7 2 1

1

0

17 3 5 7 2 1
n n

n

z z z z
z

n







     



, 1z 
( )

)Ln( z) ...
2 3 4 2

0

18 1 2 3 4 2
n n

n

z z z z
z

n






      

, 1z 
(n )

)( z) ...
!

219 1 1 2
n n

nz z


    

tanبه عنوان مثال سري  1z: را حساب می کنیم

:tanzArcسري 

, 1z 
0

1
1

n

n

z
z






 

, 1z ( ) ( )
( z)

2 2
2 2

0 0

1 1 11 1
n n n

n n

z z
z

 

 

    
    

( )
( ) ( )

2 1
2 2

2
0 0 0

1 11 11 2 1
n n

n n n n

n n n

z
dz z dz z dz

z n

  

  

         
    

, 1z 
( )

tan
2 1

1

0

1
2 1

n n

n

z
z

n







 



سري تیلور.دردامنه مورد نظرتحلیلی باشدf(z)اگر:سري لوران

0zحول نقاطی نظیرf(z)اگرتابع  zتحلیلی نباشد.سري لوران
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Cروي دو دایره هم مرکزf(z)اگرتابع :قضیه لوران ,C2 نقطه اي داخل zو داخل طوق بین آنها تحلیلی و1
این دو طوق باشد، آنگاه :

(z) (z z ) (z z )0 0
0 1

n n
n n

n n

f a b
 



 

    

2c(t)

(t z )1
0

1
2n nc

f
a dt

i 


0z(t)

(t z )1
0

1
2n nc

f
b dt

i 


C 0منحنی بسته اي واقع در طوق است بطوریکه دایره 1z z r .را احاطه کرده است

Reو با می نامیم، 0zدر نقطه fرا ماندهf،bدر سري لوران تابعمانده : (f ,z )0s .نشان می دهیم

را بخش اصلی سري می نامیم.nbقسمت دوم سري لوران یعنی جملات شامل بخش اصلی :

(z z )0
1

n
n

n

b







: را می توان به صورت زیرنیزنوشتfتذکر : سري لوران تابع

, , ,...0 1n  
(t)

,
(t z ) 1

0

1
2n nc

f
a dt

i 
(z) (z z )0

n
n

n

f a






 

(z)مثال : سري لوران
(z )

1
1f

z



را در نواحی زیر به دست آورید. 

0الف) حول  0z  0و در ناحیه 1z .

0ب) حول  0z  1و در ناحیه z  .

حل : 
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0

1 10 1 1 1
n

n

z z
z z






    

   الف)

(z) ( ) ( z z ....) ...2 21 1 1 11 11f z z
z z z z

 
          



, 1nna , ,...2 3n ,0nb ,1 1b 

( )
( ) 0

1 1 1 1 1 1 11 1 1 11 1 1
n

n

z
z z z z zz

z z





       
  

ب)

(z) ( ) ( ) ...2
2 3 4

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

n n

n n

f
z z z z z z z z z

 


 

        
  

, , ,...2 3n 1nb ,1 0b ,0nna 

(z)مثال : سري لوران تابع 
(z )(z )

1
1 2f

z


 
0را حول نقطه  0z .در حالت هاي زیر بنویسید

2z        1(ج 2z        0(ب 1z الف)

حل : 

( )
(z)

z( )(z )

1 1
1 1 12 2
1 2 1 2f

z z z z z


    

   
: (الف

( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 1 2 2 1 2

zz z z z z
     

    

, 1z (z) ( )
( )

1 1 1 1
2 1 4 1 2

f
zz z

   
 

(z) ( ) ( )z2
0 0 0

1 1 1 112 4 2 2 2
n n n

n
n n n

z
f z

z z
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, , , , , ,...1 2
1 11 0 1 0 1 22 2n n n

b n b a n       

,
11 2 1 12

z
z

z
    ب)

(z)
( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1
12 1 2 2 2 1 2 2 1 2

f
zz z z z z

z

     
     

(z) ( ) ( )
(z)( ) 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1
12 4 2 4 21 1 2

n n

n n

z
f

zz z z z
z

 

 

       
 

 

( )z 1

0 0

1 1
4 2 2

n
n

n
n n

z

z

 
 

 

    

( ) , , ,2
12

1 1 1 1 12 2 2
n

n nn
a b b n

       

,
2 12 1 2 1 1z z
z z

      ج)

(z) ( )
( )0

1 1 1 1
22 2 1

n

n

f
z z z z

z





  




( )( ) ( ) ( )z1 1

0 0 0

1 1 1 1 2 1 2 12 2 2
n n n n

n n nz z z z z z

  
  

  

       

, , ,1
1

10 2 1 12
n

n na b b n     

تحلیلی باشد، دراینصورت:0zو نقاط داخل آن به جزنقطهCبروي دایره f(z)نتیجه : فرض کنید تابع 

(z)dz 12
c
f ib

: اما نتیجه قبل ازروابط زیربدست می آید : برهان
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(z)dz (z z ) (z z )0 0
0 1

n n
n nc c

n n

f a b dz
 



 

 
     
   

(z z ) (z z )0 0 1
0 1

2n n
n nc c

n n

a dz b dz ib
 



 

       
,

(z z )
,0

0 1
2 1

n

c

n
d z

i n
 

    


sinhمثال : حاصل 
4C

z
dz

z را بیابید، وقتیC 1مرزدایرهz .است

sinh ...
! !

3 5

3 5
z z

z z   

sinh
(z) ...

! ! ! !

3

14 3
1 1 1 1

3 5 7 3 6
z z z

f b
z z z

        

sinh
( )4
12 6 3c

z
dz i i

z
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بخش سوم : تکین ها و مانده ها 
هرگاه :است، mداراي صفرمرتبه z0درf(z)تابع تحیلی :امmتعریف : صفر مرتبه 

(m )(z ) f (z ) f (z ) ... f (z ) , f (z )1
0 0 0 0 00 0mf       

zمثال :  0 صفرمرتبه اول تابعf(z) z: است زیرا

(z) ,f (z) f( ) , f ( )1 0 0 0 0f z       

یعنی یک کوچکترین عددي است که مشتق مرتبه یک درنقطه صفر، مخالف صفرشده است.

zمثال :  0 صفرمرتبهn ام تابع مختلطf(z) zn: می باشد زیرا
(n)(z) ,f (z) ,..., f (z) (n )...1 1 2 1 0n nf z nz n      

z: قضیه z0 صفرمرتبهm ام تابعf(z)  : است اگروتنها اگر(z) ( ) g(z)0
mf z z 

تحلیلی و غیرصفراست.z0درg(z)که 

مثال :

z 0 صفرمرتبهn     امf(z) z (z ) ( )0 1n n  

1z       صفرمرتبه سومf(z) (z )31 ze 

نقطه اي که تابع درآن تحلیلی نیست.:تکین

نقطه تکینی که درهمسایگی آن هیچ نقطه تکین دیگري وجود ندارد.:تکین تنها

: انواع نقاط تکین تنها
n ،0nbاگربخش اصلی سري لورن صفرباشد، یعنی به ازاي هرالف)  به آن نقطه تکین برداشتنی ،

می گوییم.

(z) (z z )0
0

n
n

n

f a
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ها صفرباشند، به آن یک قطب می nbیعنی ازمرتبه اي به بعد،اگربخش اصلی، شامل تعداد متناهی جمله باشد، )ب
گوییم.

(z) (z z ) (z z ) (z z ) ... (z z )1 2
0 1 0 2 0 0

0

n m
n m

n

f a b b b


  



        

).درقسمت بالاmتوان آخرین جمله غیرصفردربخش اصلی سري (:مرتبه قطب

) باشد.1mقطب مرتبه یک (:قطب ساده

تابع :قضیه
(z)

1
g

0zدر z قطب مرتبهmدارد، اگروتنها اگر(z)g0درz z صفرمرتبهm.داشته باشد

n ،0nbباشد، یعنی به ازاي هرخش اصلی شامل تعداد نامتناهی جملهاگرب)ج آن را تکین اساسی می باشد
گوییم : 

(z) (z z ) (z z )0 0
0 1

n n
n n

n n

f a b
 



 

    
براساس تعداد جملاتی است که دربخش اصلی سري صفحه قبل دقت کردید که انواع نقاط تکین چند درمطالب 

بوجود می آید.fلوران 

zمثال : نقطه  0نقطه تکین برداشتنی براي تابعze : می باشد،زیرا

... ,
! ! ! !

2 3

0
1 1 2 3

n
z

n

z z z z
e z

n





      

,
!

10n nnb a
n

   

sinمثال : تابع 
(z) 6

z
f

z
درz 0 دارد :5قطب مرتبه

sin ...
! ! !

3 5 7

3 5 7
z z z

z z    

sin
...

! ! !6 5 3
1 1 1

3 5 7
z z

z z z z
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, ,...6 7 0nn b  

تکین اساسی دارد :ودرمثال : تابع 

...
! ! ! !

2 3

0
1 1 2 3

n
z

n

z z z z
e

n





     

...
!z ! !

1

2 3
0

1 1 1 11 02 3
z

nn
n

e nb
n z z z





       

)روش محاسبه مانده  ):
باشد.mقطب مرتبه z0اگر1)

(m )
Res(f,z ) lim (z z ) (z)

(m )! 0

1
0 0

1
1

m

z z
f




   

(z)مثال : فرض کنید 
(z )2 2

1
1f 


. داریم :

2نقاط تکین        1 0 1z z    

f1در دارد    2قطب مرتبه( ) ((z )(z )) (z ) (z )2 2 2 2 21 1 1 1 1z        

lim (z ) lim( ) lim( )
(z ) (z ) (z )

2
0 1 2 2 2 31 1 1

1 1 2 11 1 1 1 1 4z z z
z b

  

              

lim (z ) lim ( ) lim ( )
(z ) (z ) (z )

2
0 1 2 2 2 31 1 1

1 1 2 11 1 1 1 1 4z z z
z b

  

              

قطب ساده باشد :z0اگر2)

Re (f,z ) lim(z z )f(z)
0

0 0
z z

s

 

f(z)مثال : براي 
6 1

1
z

z





داریم : 

(z) e
1
zf z 0
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1قطب ساده        0 1z z    

lim (z ) lim
6

6
1 1 1

11 1 21z z

z
b z

z 

 
      

0zتکین اساسی باشد، مانده با بسط تابع حول0zاگر3) z وتعیین ضریب
0

1
z z

محاسبه می شود.

(z)مثال : دیدیم که تابع  e
1
zf درz 0 : تکین اساسی دارد. اما داریم

...
! !

1

12 3
1 1 11 12 3

ze b
z z z

      

0zدرfاگرتابع4) z داراي قطب ساده باشد و بتوان آن را بصورت(z)
(z)

(z)

p
f

Q
 نوشت که

(z ) ,Q(z ) ,p(z )0 0 00 0 0Q    : آنگاه

(z )
Re (f,z )

(z )
0

0
0

p
s

Q



z)داراي قطب مرتبه دو باشد، یعنی 0zدرf(z)اگردرقسمت قبل، 5) ) (z )0 0 0Q Q  ولی(z )0 0Q  ،
آنگاه : 

 
Re (f,z ) (p (z )Q (z ) p(z )Q (z ))

(z )
0 0 0 0 02

0

2
s

Q
   



zجزدرتعداد متناهی نقطه Cداخل و روي مرزf(z)اگر تابع :قضیه مانده ها ,..., ,2 1n z z ،تحلیلی باشد
آنگاه : 

(z)dz ( Re (f,z ))
1

2
n

jc
j

f i s


 

مثال : حاصل
(z )(z )2 2 21 1c

zdz

  را بدست آورید، کهC 1دایره 3z  .است

2قطب ساده    1 0z z i    
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z)قطب مرتبه دو     ) (z ) (z )2 2 2 21 0 1 1 0 1z         

1z : خارج از دایره است بنابراین

(z)dz (Res(f,i) Res(f, i) Res(f, ))2 1
c
f i   

Res(f, i) lim (z i) lim
(z )(z ) (z )(z )2 2 2 2 2

1
1 1 1 8z i z i

z z

i 

 
        

Res(f, i) lim (z i) lim
(z )(z ) (z )(z )2 2 2 2 2

1
1 1 1 8z i z i

z z

i 

 
         

Res(f, ) lim (z ) lim
(z )(z ) (z )(z )2 2 2 2 2 21 1

11 1 1 1 1 1 8z z

z z
 

   
             

(z)dz ( )
1 1 12 8 8 8 4c

f i i


   

مثال : حاصل 
(z )

6

2
1
1C

z
dz

z


 را محاسبه کنید که درآنC 2دایرهz .است

1zقطب ساده   0و قطب مرتبه دوz (z )2 1 0z   

Re (f, ) lim (z ) lim
(z )

6 6

2 21 1

1 11 1 21z z

z z
s

z z 

  
      

Re (f, ) lim (z )
(z )

6
2

20

10 11z

z
s

z

 
    

( ) i
(z )

6

2
1 2 2 1 21

z
dz i

z
 


   


ی از قطب ها تحلیلی باشد، به علاوه اهزدر تعداد متنجCداخل و روي منحنی بسته f(z)نکته : اگرتابع 

(z)f رويCیا قطبی نداشته باشد آنگاه صفر :

(z)

(z)

1
2 c

f
dz N P

i f
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است.Cدرون f(z)تعداد قطب هاي Pتعداد صفرها وNکه

(z)
( )

(z)
2

c

f
dz i N P

f



   2با ضرب طرفین در i:

cotمثال : حاصل 
C

zdzرا بیابید که درآنC دایرهz .می باشد

cos
cot

sinc c

z
zdz dz

z





  

sinهستند  Cنقاطی که داخل دایره  , , ,0 0 1 2 3z z       

(z)f هیچ قطبی ندارد. بنابراینP , N0 7 : و داریم

cos
( ) i

sin
2 7 0 14

c

z
dz i

z
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نده ها در حل انتگرال هاي حقیقی بخش چهارم : کاربرد قضیه ما

cos)الف)  محاسبه  ,sin )d
2

0
R


  کهRري است.تابعی کس

sin ,cos2 2
n n n nz z z z

i i
 

  
 

i i dz
z e dz ie d izd d

iz
         

(cos ,sin )d (z)dz
2

0 c
R f


    

1zدایره Cکه  .می باشد

ال حقیقیمثال : حاصل انتگر
cos

2

0 13 12
d 

.را به دست آورید

cos (z )
1 1 1

2 2
z z

z



  

,
dz

d
iz

 cos (z )
21 6 13 613 12 13 6 z z

z z


 
    

d

cos ( z )( z )

2
20

1
13 12 6 13 6 3 2 2 3c c

dz dz
i

i z z

 

  

       

( z )( z ) ,
2 33 2 2 3 0 3 2z z       

zفقط 
2
3  1داخل دایرهz .قراردارد

Re (f, ) lim (z ) lim
( z )( z ) ( z )2 2

3 3

2 2 1 1 1
3 3 3 2 2 3 3 2 3 5z z

s
 

 
        

d
( iRes(f, )) ( )

cos ( z )( z )

2

0

2 1 22 213 12 3 2 2 3 3 5 5c

d
i i
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.مثال : نشان دهید 

4است یعنی 2نصف انتگرال ازصفرتابالا ، تاصفرراهنمایی (انتگرال از 
.(

sin , cos , d
1 2 1 21 1

2 2 2 2
nz z z z z z dz

i iz z iz
  

    
    

sin sin

cos cos z ( z )(z )

2 2 4 22
20 0

1 2 1
5 4 2 5 4 8 2 1 2c

i z z
d d dz

  
 

 
 

  
     

)قطب مرتبه دوم z )(z ) z2 22 1 2 0 0 0z z       

2قطب ساده (خارج ازمسیر)   0 2z z       12قسمت ساده  و 1 0 2z z    

z (z )
Re (f, )

( z )

4 2

2
2 1 3

1 32 212 2 1 2 4
2

z z

s
z

 
   

 

Re (f, ) lim (z )
z ( z )(z )

4 2
2

20

2 1 50 2 1 2 4z

z z
s



  
    

sin
( i)( )

cos z ( z )(z )

2 4 2

20

2 1 3 525 4 8 2 1 2 8 4 4 8c

i z z i
d dz

  
 


   

     
   

ب) محاسبه
(x)

(x)

p
dx

Q



 که(x)pو(x)Q.چند جمله اي هستند

(x)قرار می دهیم :1) (x)
lim

(x) (x)

R

RR

p p
dx dx

Q Q



 
 

و تابع داخل انتگرال زوج باشد داریم :تذکر : دراین مرحله، اگر هدف، محاسبه 

(x) (x) (x)
lim

(x) (x) (x)0

1 1
2 2

R

RR

p p p
dx dx dx

Q Q Q

 

 
   

sin

cos

22

0 5 4 8d
  







(x)

(x)0

p
dx

Q
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(x)تعریف تابع مختلط متناظربا تابع زیرانتگرال : 2)
f(z)

(x)

p

Q


C:yستهانتخاب مسیر ساده و ب3)



x

RR

(x)
(z)dz (z)z lim

(x)

R

c RR

p
f f dx

Q 
   

(براي شکل بالا فقط بالايند.هستCتشخیص آن هایی که درون مسیروfمحاسبه تکین هاي4)

).xمحور

dz(z)محاسبه 5)
C

f .با استفاده از قضیه مانده ها

dz(z)نشان می دهیم :             MLنامساويبا ستفاده از6) 0f




(x)قرارمی دهیم :7)
(z)dz lim

(x)

R

c RR

p
f dx

Q
 

(x)توجه : مقدار
lim

(x)

R

RR

p
dx

Q  را مقداراصلی کوشی انتگرال نامیده و باV.P.C.نشان می دهیم

مقدارمثال :
2

4 1
x

dx
x



 .را محاسبه کنید



RR
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lim
2 2

4 41 1
R

RR

x x
dx dx

x x



 


  

(z)
2

4 1
z

f
z




(cos isin )4 4 2 21 0 1 4 4k

k k
z z z

    
       

z , , ,
3 5 7

4 4 4 4
0 1 2 3

i i i i
e z e z e z e

   

   

zدرنیم دایره1zو z0فقط  R.(جواب هاي نیم صفحه فوقانی)قرار دارند

(Res(f,z ) Res(f,z ))
2

0 14 21c

z
dz i

z
 



(z )
Res(f,z )

(z ) ( i)

2
0

0 3
40 4

1 1
4 2 2 14

i i

p z

Q z z e e

    
 

(z )
Re (f,z )

(z ) ( i)
1 31

41

1 1
4 2 2 1i

p
s

Q z z e
  

  

2

4 1 2c

z
dz

z


 



نشان می دهیم
2

4 01
z

dz
z


.

(Rie d )
2 2

4 40 1
i

i
i

R e

R e

 
 
z d

2

4 1
i i z

Re dz Rie dz
z

  


  


3 3 3 3

4 4 4 40 0
01 1 1

i

i

R e R R
d d

R e R R

 




    

   

lim
2 2 2

4 4 41 1 1 2
R

R cR

x x z
dx dx dz

x x z
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(x)بطورخلاصه اگربخواهیم

(x)

p

Q



را حساب کنیم، اول به جايxتابعها میگذاریم(z)
(z)

(z)

p
f

Q
 نقاط

مسیرباشندرا محاسبه می کنیم، آن ریشه هایی را درنظرمی گیریم که در)Q(z)ریشه هاي غیر تحلیلی تابع (
2را دردرآنها محاسبه می کنیم، مجموع آنهاراf، ماندهي این مثال صفحه فوقانی)(برا i ،که ضرب کنیم

جواب انتگرال حقیقی بدست می آید.

محاسبه انتگرال هايج) 
(x)

cos
(x)

p
xdx

Q




و
(x)

sin
(x)

p
xdx

Q




.

(z)یافتن تابع مختلط مناسب به شکل 1)
(z)

(z)
i zp

f e
Q

.

انتخاب مسیرمناسب :2)

y



x

RR

که داخل مسیرمورد نظر هستند.fپیدا کردن، تکین هاي3)

dz(z)محاسبه 4)
C

f.با استفاده از قضیه مانده ها

dz(z)نشان می دهیم وقتی5) ,0f R


 .

جایگداري مقادیر به دست آمده به صورت زیر :6)

(x)
(z) (z) dz lim

(x)

R i x

c RR

p
f dz f e dx

Q


 
   

(z)به طور خلاصه هرزمان خواستیم (

(z)
i xp

e
Q



را حساب کنیم، اول به جاي همهx هاz،پس می گذاریم

(z)
(z)

(z)
i zp

f e
Q

سپس نقاط تکین ،f.را بدست می آوریم

z

(z)dz (z)dz lim (z)
R

C RR
f f f dx
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2کرده، مجموع مانده ها ضرب درسبه را درآنها محاfنقاطی که درمسیروجود دارد دارند را انتخاب، مانده i می
شود جواب.)

(x)
lim

(x)

R i x

RR

p
e dx i

Q
  


  

(x)
(cos x isin x)

(x)

p
dx i

Q
   




   

(x) (x)
cos xdx i sin x

(x) (x)

p p
dx i

Q Q
   

 

 
    

مساوي قرار دادن قسمت هاي حقیقی و موهومی طرفین عبارت اخیر با یکدیگر :7)

(x)
cos xdx

(x)

P

Q
 






(z)
sin xdx

(z)

p

Q
 






sinمثال : ثابت کنید 
sin2 12 2

x
dx

x x e






 .

(z) 2

2
2 2

2 2 0 1

ize
f

z z

z z z i


 

     



x

RR

1zفقط  i                                                                                                    درنیم صفحه فوقانی قراردارد

(Res(f, i)) i( )2 2 1 2 12 2 2 2
iz iz

c

e e
dz i

z iz z z
   

   

y
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i( ) (cos isin )
1

1
2 22 1 12 2 2 2 2

i iz
ie e R

e dz
i e z z R R

 
 





    

   

Rاگر 2، آنگاه 2 2
R

R R


 

بنابراین : 
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sin sin

lim sin2 2 12 2 2 2
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x
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i(z)براي محاسبه:لم جردن ze g dz

 توانیم ازلم زیراستفاده می کنیم:درانتگرال هاي فوق، می

(z)اگر 0g  وقتیz  0، آنگاه براي : داریم

(z)i ze g dz


.زمانی که 

توابع مثلثاتی با قطب هاي حقیقی این انتگرال ها مشابه حال (ج) هستند، با این تفاوت که : انتگرال هاي ناسره د)
(x)، هاxمحوردراین حالت به ازاي برخی نقاط روي  0Q .

این نوع انتگرال را با ایجاد تورفتگی روي منحنی درآن قسمت که شامل نقطه تکین است، بررسی می کنیم، یعنی 
0rازمسیرجدا کرده و درحد حاصل انتگرال را وقتی rو شعاعیننیم دایره اي به مرکزنقطه تک  محاسبه می

کنیم.
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cosمثال : حاصل
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1C1نیم دایرهz r 2وCنیم دایرهz R.حال به محاسبه تک تک انتگرال هاي فوق می پردازیم :است
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نگاشت همدیس و کاربردهاي آن فصل ششم : (آخرین مباحث توابع مختلط)

نگاشت همدیسبخش اول : 

بخش دوم : نگاشت هاي کسري خطی خاص و کاربردهاي نگاشت همدیس
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:نگاشت همدیسبخش اول :

را همدیس گوییم هرگاه :wدرصفحهDبهzصفحهدرDازf(z)نگاشتنگاشت همدیس :

زاویه بین دو منحنی را حفظ کند.1)

جهت منحنی ها تحت این نگاشت تغییر نکند.2)

2c 2c

(z )0f0z

1c 1c

zصفحهwصفحه 

:محک همدیس بودن یک نگاشت
fتحلیلی و درهرنقطه داخل آن Dدرf(z)اگرقضیه : (z) 0  آنگاه نگاشت ،f.همدیس است

ezمثال : نگاشت  : همدیس است زیرا

0z zw e w e   

wمثال : نگاشت 32z .در دامنه اش همدیس است
3 43 6w z w z   

w  0به ازايz 0تعریف نشده است چونz جزء دامنه نیست، پسw.همدیس است

n),مثال : نگاشت , ,...)2 3nw z 0در تمام نقاط، غیرازz :همدیس است

,1 0 0n nw z w nz z w      

:: تبدیل دو خطی (تبدیل موبیوس)تبدیلات کسري خطی

, 0az b
w ad bc

cz d
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, , ,d c b a.اعداد مختلط یا حقیقی

(az d) c(az b)
w ,

(cz d) (cz d)2 2 0 0a ad bc
ad bc w

         
 

بنابراین این نگاشت یک نگاشت همدیس است.

:حالت هاي خاص تبدیل موبیوس
1(تابع ثابت   0ad bc w   

نگاشته می شود.wبه روي یک نقطه از صفحه zیعنی هر نقطه از صفحه

2(نگاشت خطی  0 az b a b
c w z

d d d


     

) ,
(z )2

3 0 0 a bc ad
c ad bc w

dc c
c


     



که دنباله اي از نگاشت هاي زیراست : 

2(انعکاس)               
1

1
z

z
           1(انتقال)(ب          و

d
z z

c
 الف)

3(دوران، انبساط یا انقباض)(د      و        (انتقال)          22
bc ad

z z
c


ج)

صفحه مختلط به انضمام نقطه بی نهایتصفحه مختلط توسعه یافته :یادآوري :

d

az b
w

cz






,.    متناظر می شودwدقیقا یک عدد مختلط  0z cz d   

w   تصویر نقطهd
z

c
 .استd

z w
c

    

بنویسیم،خواهیم داشت : wرا برحسبzحال اگر

4 3
a

z z
c
 



نگاشت همدیس)_فصل ششم (بخش اول

١١٩

b dw
z

cw a






z  تصویر نقطهa
w

c
.استa

w z
c
  

توسعه یافته می wتوسعه یافته به صفحهzبنابراین تبدیل موبیوس، یک نگاشت یک به یک و همدیس ازصفحه
باشد.

، تصویرهردایره یا خط راست، یک دایره یا خط راست می باشد.تحت نگاشت دوخطیقضیه :

y,مثال : نشان دهید تصویردوخط ثابت b x a تحت نگاشتw
4 1

2
z

z i



 

دو دایره عمود برهم می 

باشد.

( i)w4 1 2 1
2 4

z
w z

z i w

  
  
  

( i)(u iv)
,

2 1
4z x iy w u iv x iy

u iv

  
      

 

(u ) u v u u v
,

u u

2 2 2 2

2 2 2 2
2 4 4 4 9

8 16 8 16
v v v

x y
v u v u

      
 

     

(u )2 2 2 22 2 4 4 8 16u v vu v a v u        
(u ) u v

u

2 2

2 2
2 4 4

8 16
v v

x a a
v u

   
  

  

aمعادله یک خط     u v2 9 4 36    

aمعادله یک دایره (u ) (v )
(a )

2 2
2

8 7 2 972 2 4 2 4 2
a

a a


      

  

u (u )2 2 2 24 9 8 16y b v u v b v u        

bمعادله یک خط u v1 4 9 16    

u)معادله یک دایره    ) (v )
(b )

2 2
2

4 2 9 971 1 2 2 4 1
b

b
b b
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حال، نقطه برخورد دو خط حاصل عمود برهم را به دست می آوریم :

,4 0u v  
9 4 36
9 9 16
u v

u v

 
  

)بنابرین , )40p.نقطه تماس بین این دوخط است

ودرنتیجه دودایره به دست آمده، عمود برهم با دایره متناظربا آن هاست ، درست نقطه تماس این خطوطpنقطه 
می باشند.

,تبدیل یک دو خطی خاص، باید ثابت هايیک تعیینبراي:تعیین یک تبدیل دوخطی خاص , ,d c b a

داده شوند. باتوجه به رابطه زیر، سه شرط براي تعیین این تبدیل کافی است : 

b
zaz b a a

dcz d c z
c

  
    
 

,تنها یک تبدیل دوخطی وجود دارد که همواره سه نقطه متمایز:قضیه ,3 2 1z z zرا به ترتیب روي نقاط متمایز
,w ,w3 2 1wیف می شود :می نگارد و با رابطه زیر تعر

(w )( ) (z )(z )

(w )( ) (z )(z )
1 2 3 1 2 3

3 2 1 3 2 1

w w w z z

w w w z z

   


   

,مثال : تبدیل دوخطی بیابید که سه نقطه ,3 2 10z z i z   را برروي نقاط, w , w3 2 1 0w i   

می نگارد.

(w )(i ) (z )(i )

(w )(i ) (z )(i )
3 1

3 1

0 0
0 0

w z

w z

   


   

wبا تقسیم طرفین بر ,3 1zچون هردو): (هستند

,w1 3
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:بخش دوم : نگاشت هاي کسري خاص و کاربرد نگاشت هاي همدیس
0yفرض کنید بخواهیم تبدیل دو خطی را بیابیم که نیم صفحه  صفحه فوقانی و خط محور)x ها) را به روي

1w .(دایره واحد و روي دایره) نگاشت کند

0yراست نگاشت می کند. بنابراین باید خطهرتبدیل دو خطی، خط راست را برروي دایره یا خط   به دایره
1w .تبدیل شود

,0z  0روي خطy 0(چون روي خطy  ،0z  وz  (را داریم

d

az b
w b d

cz

b
a

zw a c
d

c
z

 
   

  
   
 

w
d

b
zaz b a a

dcz c z
c

  
     

 

)عدد حقیقی   (, ,0 1
ib d a

z z e
a c c

    

( )0

1
1i z z

w e
z z

 
 



1 0z zاز رابطه( )10 1
b d

z z
a c
  

0yتبدیلی که نیم صفحه 1را برويw 0.           می نگارد

0

i z z
w e

z z
 

 


1wرا داخل دایره واحد zمثال : تبدیل خطی را بیابید که نیم صفحه فوقانی صفحه در صفحهW ،می نگارد
z,به طوري که نقاط i  0,به ترتیب روي نقاط 1w  .نگاشته می شود
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( )1 1i z i i z
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0xنکته : تبدیل خطی که نیم صفحه 1را برويw  : می نگارد به صورت زیراست

w 0

0

i z z
e

z z
 


vy

ux

0xتبدیل دو خطی یافت که نیم صفحهمثال : نشان دهید نمی توان 1را به رويw  بنگارد. به گونه اي
0zکه نقطه  0برويw شود.هنگاشت

,
0

00 0 0 0
i z

z w e
z

    


که امکان پذیر نیست.

3,مثال : تبدیل خطی را پیدا کنید که نقاط  1z z3,را به ترتیب به نقاط 1 0w w  می نگارد. سپس با استفاده
1zازآن تابع تبدیلی که دایره 1را بروي دایرهw .می نگارد به دست آورید
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(w )(w w ) (z )(z )

(w w )(w ) (z )(z )
2 3 1 2 3

3 2 3 2 1

0
0

z z

z z

   


   

,1 2 3
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3 2 1

z z z z
w A A w

z z z z

 
  

 

wفرض کنیم تابع f(z)0نقطهz 1از دایرهz 1را بروي مرکزدایرهw  بنگارد. دراین صورت، نقطه
0

1
z

1zنسبت به دایره(قرینه نقطه به نقطه ( شود.نگاشت می

,1 0 0
0

3 0

0

1 1
z z z z z z

w A A B B Az
z z zzz

z

  
   

 

)(0حقیقی و دلخواه

0
1 1 11

iz
z w B B B e

z
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0 1
i z z

w e
zz

 
 



:کاربردهاي نگاشت همدیس

دروضعیت هاي گوناگونی ازمکانیک سیالات، نظریه میدان الکتریکی، هدایت گرما و :مسئله دریکله)1
الاستیسیته ناشی می شود وعبارت است از : 

مقادیر مشخصی داشته باشد، به علاوه درمعادله Cروي مرزآنهمسازو Dکه درu(x,y)پیدا کردن تابعی نظیر
لاپلاس صدق کند.

:نگاشت ژوکوفسکی)2

:ویژگی هاي این نگاشت
1zبه جز نقاط 1)  .در بقیه نقاط، همدیس است

.)بال هاي ژوکوفسکیلبه انتهایی تیز و زاویه درونی صفرمی نگارد.(را به بال هاي هواپیمایی باCدایره2)

0z

(z ) , z
1 1 02w

z
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vy

C

uxA

گاشت ژوکوفسکی :شکل دیگري ازن

,
2

0a
w z z

z
  

zاین نگاشت غیراز a.دربقیه نقاط همدیس است

این نوع نگاشت در جریان سیال گذرا از استوانه مدورمورد استفاده قرارمی گیرد.

B
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:فصل هفتم : آنالیزفوریه و کاربردهاي آن

بخش اول : تعاریف و مفاهیم اولیه

بخش دوم : سري فوریه

بخش سوم : سري فوریه نمایی

بخش چهارم : قضایاي مربوط به سري فوریه و کاربرد سري فوریه

دوگانهبخش پنجم : سري فوریه 
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تعاریف و مفاهیم اولیه بخش اول : 
ی کرد، به نتایجی رسید که زمانی که درفرانسه، معادلات گرما را حل م1709درسال "زف فوریهژو"شخصی بنام 

ابعاد مختلف و درحل معادلات اسیم. در حل معادلات موج و گرما دراکنون با عنوان سري فوریه می شنما
معمولی و معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی، بسیارپرکاربرد دیفرانسیل

شد.امی ب

:fتابعی مانند :تابع متناوب

T دوره تناوب(x T) f(x)f   x

cosxمثال : توابع , sin x2متناوب با دوره تناوب.هستند
y

x

2
T

نکته : 

باشد، آنگاه :Tیک تابع متناوب با دوره تناوبfاگر1)

 (x ) f (x T) T (x T) f(x)

f(x nT) f(x) n

2f T f      

   



,اگر2) ..., f , f2 1nfتوابعی متناوب با دوره تناوبT: باشند، آنگاه

(x) a f ... f1 1 2 2 n nf f a a   

خواهد بود.Tنیز متناوب با دوره تناوب

را :f(x)تابع



تعاریف و مفاهیم اولیه)_فصل هفتم(بخش اول

١٢٧

الف) زوج می گوییم هرگاه :

,ها محور تقارن)y(محور ( x) f(x)fx D f   

ب) فرد می گوییم هرگاه :

,(مرکز مختصات مرکز تقارن) ( x) f(x)fx D f   

و همینطور می دانیم :

زوج باشد :fاگر1)

فرد باشد :fاگر2)

تابعی فرد می باشد.حاصلضرب تابع فرد درتابع زوج یکنکته : 

cos(x)یک تابع فرد باشد، f(x)مثال : اگر
n x

f
l

.تابعی فرد است

دنباله توابع  f (x) 1n n




بازه در(x)را نسبت به تابع وزن ,a b : متعامد گوییم هرگاه

f (x)f (x) (x) (m n)0b

m na
dx  

xمثال : توابع , x4 بازهدرx3نسبت به تابع وزن2 ,1 1.متعامدند

x x x x
1 12 4 3 9
1 1

0dx dx
 
    

را درفاصلهfتابع:تابع تکه اي پیوسته ,a bتکه اي پیوسته نامیم هرگاهfرسدرسرا ,a b پیوسته
نباشد، ولی 

...1 2 3 nx a x x x b      

(1fدرهربازه( , )1i ix x .پیوسته باشد

)fحدود یک طرفه2) ) , ( )1i ix f x 
.موجود باشد

f(x)اگر  هم مانندf،در شرایط بالا صدق کندf.را تکه اي هموار گوییم

(x)dx (x)dx
0

2l l

l
f f


 

(x)dx 0l

l
f
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: سري فوریه بخش دوم
)در فاصلهfفرض کینم تابع , )l lتعریف شده باشد وf(x ) f(x)2l سري فوریه تابع متناوبf را به

صورت زیر تعریف می کنیم : 

(x) (a cos b sin )

(x)dx

(x)cos dx , , ,...

(x)sin dx , , ,...

0

1

0

2
1

1 12

1 12

n n
n

l

l

l

n l

l

n l

a n x n x
f

l l

a f
l

n x
a f n

l l
n x

b f n
l l

 















  



 

 








lاگر در روابط بالا:فرمول هاي اویلر  : آنگاه

(x) (a cosnx b sinnx)

(x)dx

(x)cosnxdx , , ,...

(x)sinnxdx , , ,...

0

1

0

2
1

1 1 2

1 1 2

n n
n

n

n

a
f

a f

a f n

b f n





























  



 

 








(x)ه تابع متناوبیمثال : سري فور x1f  2را با دوره تناوب دربازه( , ) .بنویسید

( x)
( x)dx

( x)sinnx
( x)cosnxdx sin cosnx

2

0

2

1 11 22
1 1 1 11 0n

a

a nxdx
n n n
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( x)sinnxdx

( x)(cosnx)
cos

cos sin cos ( ) 1

2

1 1

1 1

2 2 2 1

n

n

b
n

nxdx
n n

n nx n
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( ) sin
(x) (a cosnx b sinnx)

1
0

1 1

11 22
n

n n
n n

a nx
f

n

 

 


      

,مثال : سري فوریه تابع
(x)

,

0
0

k x
f

k x




   
   

)فاصلهرا در , ) با شرط

(x ) f(x)2f  .بنویسید

(x)dx ( k)dx ( k )

kcosnxdx cos

( sinnx sinnx ) (sinn )

0
0 0
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1 1 1 0

1

01 2 00

n

a f kdx k

a k nxdx
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ksinnxdx ksinnxdx

( cosnx cosnx )

(cos cos( n ) cosn cos ) ( cosn )
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20 0 1
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k k

n n
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n n








  
 



     

 


      

 

, ,
cos cos

, n , n

1 211 0
رد ف n رد ف n

n n
زوج زوج

 
 

    
 

0nn b زوج

4
n

k
n b

n
 فرد



سري فوریه)_فصل هفتم(بخش دوم
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)n               (هاي فردf(x) sin
1

4 1
n

k
nx

n





 

(sinx sin x sin x ...)
4 1 13 53 5
k


   

محاسبه نمود.f(x)حاصل جمع برخی ازسري هاي نامتناهی را می توان با بررسی سري فوریه تابع

x f( ) (sin sin sin ...)

f( ) ( ...)

k ( ...)

...

4 1 3 1 3
2 2 2 3 2 5 5

4 1 1 112 3 5 7
4 1 1 11 3 5 7

1 1 11 3 5 7 4

k

k

k

    








     

     

    

     

:سري فوریه توابع زوج و فرد

رويfتابعاگر:الف) سري فوریه کسینوسی , ll: زوج باشد، آنگاه

(x)dx f(x)dx

f(x)cos dx (x)cos

f(x)sin dx , , ,...

(x) cos

0 0

0

0

1

1 2

1 2

1 0 12

2

l l

l

l l

n l

l

n l

n
n

a f
l l

n x n x
a f dx

l l l l
n x

b n
l l

a n x
f a

l

 















 

 

  

  

 

 





رويfاگرتابع:ب) سري فوریه سینوسی , ll: فرد باشد، آنگاه



سري فوریه)_فصل هفتم(بخش دوم
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(x)dx

(x)cos dx , , ,...

(x)sin dx (x)sin dx

(x) sin

0

0

1

1 0

1 0 12

1 2

l

l

l

n l

l l

n l

n
n

a f
l

n x
a f n

l l
n x n x

b f f
l l l l
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f b
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lاگر:2حالتی از دوره تناوب : آنگاه ،

(x) cos0

12 n
n

a
f f a nx





  زوج

(x)dx , (x)cosnxdx , , ,...0 0 0

2 2 12na f a f n
 

 
   

(x) sin
1

n
n

f f b nx




 فرد

(x)sinnxdx , , ,...
0

2 1 2nb f n



 

(x)ري فوریه تابع متناوبمثال : س x2f 2را با دوره تناوبlبازهدر( l,l).بنویسید

f n b 0n  زوج

x dx ( )

x cos dx

( )
( ) sin cos sin

3
2 2

0 0

2
0

2 2
2

2 2 2 2
0

2 2 2
03 3

2

2 2 2 4 1

l

l

n

l n
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a l

l l

n x
a

l l

l n x xl n x l n x l
x

l n l n l n l n



  
   

  



  
    

 







سري فوریه)_فصل هفتم(بخش دوم

١٣٢

( )
(x) cos

2 2

2 2
1

4 1
3

n

n

l l n x
f

n l









   سري فوریه

lاگر  : یک سري فوریه کسینوسی بدست می آید ،

( ) cos
(x)

2

2
1

143
n

n

nx
f

n

 




  

xاگر : قراردهیم

( )
(x)

2 2

2
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2

2
1

2 2
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2 2
1 1

143
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1 143 6

n

n

n
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مثال : با استفاده از
( ) cos

(x) 2 2
1

1 4 1
3

n

n

n x
f

n









  مقدار سري( )

2
1

1 n

n n





.را بدست آورید

( )
( )

( ) ( )

2 2
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1 1

1 4 10 0 3
1 4 1 10 3 12
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n

n n

n n
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راین قسمت، فرض کنید تابعی در یک بازه کراندار داده شده است و آن تابع متناوب نیست، براي نوشتن سري د
ا این موضوع در صفحه بعد بترتابع زوج و یکبارتابع فرد ازآن درست می کنیم، بصورت کاملفوریه آن تابع، یکبار

بسط نیم دامنه، بررسی می شود :عنوان 



سري فوریه)_فصل هفتم(بخش دوم

١٣٣

ابتدا به شکل هاي زیر توجه کنید :

l

(x)f

xll
l(سري فوریه کسینوسی بدست آمد) را با گسترش زوج پیدا کرده ایم

(x)f

xll

را با گسترش فرد بدست آوردیم (سینوسی)fسري فوریه 

(x)f

x



سري فوریه)_فصل هفتم(بخش دوم

١٣٤

سپس با توجه به شکل هاي فوق :

;(x)گسترش زوج و فرد تابع :بسط نیم دامنه l0f x :

(x) , x l
(x) , (x l) f (x)

( x) , l x1 1 1
0 20

f
f f

f

 
      

(x)1fیک گسترش زوج تابعf.

و همین طوربه صورت مشابه :

(x) , x l
(x) , (x l) f (x)

( x) , l x2 2 2
0 20

f
f f

f

 
      

(x)2fیک گسترش فرد تابعf.است

fداراي سري فوریه کسینوسی و1f(x)تابع (x)2داراي سري فوریه سینوسی خواهد بود، که در فاصلهx0 l 
برابرند.f(x)با

;(x)بسط نیم دامنه تابعسینوسی و کسینوسیسري هاي فوریه  x0f l .می باشند

:بسط نیم دامنه کسینوسی

(x) cos

(x)dx , (x)cos dx , , ,...

1

0 0 0

2 2 12

n
n

l l

n

n x
f a

l

n x
a f a f n

l l l









 

  



 
:بسط نیم دامنه سینوسی

(x) sin

(x)sin , , ,...

1

0

2 12

n
n

l

n

n x
f b

l

n x
b f dx n

l l











 







سري فوریه)_فصل هفتم(بخش دوم
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(x)مثال : سري فوریه کسینوسی تابع xf را درفاصله( , )0.بنویسید

a (x)dx xdx

(x)cosnxdx xcosnxdx (cosn )

0 0 0

20 0

2 2

2 2 2 1n

f

a f
n

 

 


 


  

  

   

 

 

f(x) (cosn )cosnx

( cosx cos x cos x ...)

cos cos cos
( ...)

2
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2 2 2

2 2 2

2 12
2 2 2 23 52 1 3 5
4 3 5

2 1 3 5

n n

x x x
















  


    

    



f(x)مثال : سري فوریه سینوسی تابع x 1 را براي فاصله( , بنویسید.01(

n , a 0n  سري سینوسی

(x )
b x sin dx cos sin

sin cos

sin
sin

1
1

2 20
0

1 1

1 12 1 2

2 1 20

2 21

n

n n

n x n x n x
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n
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نکته : براي محاسبه سري فوریه یک تابع، ابتدا زوج و فرد بودن آن را بررسی کرده و با توجه به آن، وضعیت ضرایب
b ,an n را مشخص می کنیم، سپس سري مورد نظر را می نویسیم. اما اگرسري فوریه سینوسی یا کسینوسی یک

bتابع، مورد نظر باشد، بدون توجه به زوج یا فرد بودن تابع، به ترتیب ضرایب  ,an n را صفر قرارداده و سري را
بدست آوریم.



سري فوریه نمایی)_فصل هفتم(بخش سوم
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فوریه نمایی بخش سوم : سري
:با استفاده ازرابطه اویلر

cos , sin ,

(x) (a cos sin )

(x) ( ) e ( ) e

(x) e ( )

c ,

0
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1

0
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2

2 2 2
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i i i i

n n
n
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n n n nl l
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ib a ib
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)با ضرب طرفین رابطه eدر1( 2
n x

i



خواهیم داشت :تا و انتگرال جمله به جمله از

(x) ,

(x) , , ,...

02
0

1

2

2
1 1 22

n x
i

n
n

n x
il

n l

a
f c e c

c f e dx n
l













 

 




را ضرایب سري می نامیم.ncوfسري فوق را سري فوریه نمایی تابع

(x)نمایی تابع متناوبمثال : سري فوریه  xf  فاصلهدررا( , ) .محاسبه کنید

f n , a a0 00 0 0n c      تابعی فرد

cos ( )
e , , ,...

( ) ie
(x)

1 1 122
10

n
inx

n

n inx

n

i n i
c x dx n

n n

n f
n
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سري فوریه نمایی)_فصل هفتم(بخش سوم
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:خواص سري فوریه

باشد،برابراگرضرایب سري فوریه نمایی تابع متناوبانتقال زمانی :

بوده و ضرایب آن برابراست با :نیز متناوب با دوره متناوب تابعآنگاه 

d
n t

l
n nc e





باشد، ضرایب سري فوریه نمایی ncبرابرf(x)اگرضرایب سري فوریه نمایی تابعوارون سازي زمانی :2)
)تابع x)f برابراست باnc.

به ترتیب برابرTبا دوره تناوبg,fب سري فوریه نمایی توابع متناوب اگرضرایدوسیگنال :ضرایب 3)

d ,m ncباشد، آنگاه حاصلضرب دو تابع نیزمتناوب با دوره تناوبTو با ضرایب سريen n m m
m

c d





 
خواهد بود.

:عبارت است از Tبا دوره تناوبg,fکانولوشن دوتابع متناوبکانولوشن متناوب :4)

(x)g (x t)dt
1

T
f

T


nو با ضرایب فوریهTکه متناوب با دوره تناوب mc d.خواهد بود

مثال : براي دوتابع متناوب داده شده زیر، ضرایب فوریه حاصلضرب و کانولوشن متناوب را بیابید.

g(x)(x)f

4
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xx

32112344

(1fnc

(x t)f f
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:ضرایب سري فوریه کانولوشن متناوب

( ) ( sin )
2 2

2m n m

i m
e c d

n m


 

 



)قضایای مربوط بھ سری فوریھ_فصل هفتم(بخش چهارم

١٣٩

ي مربوط به سري فوریه یاچهارم :قضابخش 
)درفاصله2متناوب با دوره تناوبf: فرض کنیم تابعقضیه (قضیه دیریکله) , )02 تکه اي هموارباشد، در

می باشد.fهمگرا بهfاینصورت درهرنقطه پیوستگی، سري وفوریه تابع

x)به علاوه درهرنقطه ناپیوستگی،سري فوریه به ) f (x )

2
f   .(میانگین حسابی حدود) همگراست

مثال : سري فوریه تابع متناوب
,

(x)
,

2 2
3

2 2

x x
f

x x

 

 


    
   


دررا2بادوره تناوب

)فاصله , )  به دست آورید و بااستفاده ازآن نشان دهید برايn: هاي فرد

حل : 

0 0na a fتابعی فرد

,

(x) ,

,

2

2 2

2

x x

f x x

x x


 

 


 

     

   

   

باشد.2تابعنکته : اگردوره تناوب 
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2
1

1
8n n









)قضایای مربوط بھ سری فوریھ_فصل هفتم(بخش چهارم

١٤٠

(x)dx (x)dx

(x)sinnxdx

sin ( x)sinnxdx sin

sin sin
(x) sin

sin sin sin sin sin sin ...
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2
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f( )

( ) ( ...)
( n )2 2 2 2
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هاي فرد)n(براي 
n

2

2
1

1
8n





 

:مشتق گیري از سري فوریه
درفاصلهfفرض کنیم تابعقضیه : , پیوسته و تکه اي هموارباشد، به علاوهf( ) f( )   دراین .

f(x)صورت، سري فوریه   مشتق گیري جمله به جمله ازسري فوریه تابعرا می توان باf.به دست آورد

f(x) ( a cosnx b sinnx )0

12 n n
n

a 



  

(x) ( n a sinnx b cosnx)
1

n n
n

f n




   نقاط پیوستگی

به علاوه درهرنقطه ناپیوستگی، داریم :



)قضایای مربوط بھ سری فوریھ_فصل هفتم(بخش چهارم

١٤١

( x ) ( x )
(x) 2

f f
f

   نقاط ناپیوستگی

(x)مثال : بااستفاده از سري فوریه تابع x2f سري فوریه تابع ،(x) xg درفاصلهرا ,  به دست
آورید.
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( ) ( n sinnx)
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 طرفینمشتق گیري از

( ) sin nx ( ) sin nx1

1 1

1 12 2
n n

n n

x
n n

 

 

 
   

:انتگرال گیري از سري فوریه
و درفاصله2تابعی متناوب با دوره تناوبfفرض کنیمقضیه : ,  تکه اي پیوسته باشد، دراینصورت

، جمله به جمله انتگرال گرفت. fمی توان ازسري فوریه تابع

(x)بااستفاده ازسري فوریه تابعمثال :  xf درفاصله , سري فوریه تابع ،(x) x22 1g  را به دست
آورید.



)قضایای مربوط بھ سری فوریھ_فصل هفتم(بخش چهارم
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( ) cos(nx)

( ) cos(nx)
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ساده سري فوریه را بررسی می کنیم، درفصل هاي آینده قسمت کاربرددراین:کاربردهاي سري فوریه
ازسري فوریه براي حل معادلات موج و گرما و همچنین حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی استفاده می کنیم 

:

بااستفاده از سري فوریه را درمثال زیر ارائه می دهیم :محل معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه دو

2y(x)واب خصوصی معادلهجاده از سري فوریه، مثال : بااستف y f   ،را به دست آورید که درآن(x)f

(x)و برابر است با2تابعی متناوب با دوره تناوب sinnxf .

حل :

a , , ,...0 01n n  تابع فرد

b (sinnx)(sinnx) dx ( cosnx)

( cosn )sinnx

0

1

2 2 1

2 12

n

n

n

y y
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حال فرض کنیم :



)قضایای مربوط بھ سری فوریھ_فصل هفتم(بخش چهارم

١٤٣

(A cosnx B sinnx)0

12p n n
n

A
y





  

yا محاسبهب : و جایگذاري درمعادله خواهیم داشت

(n )(A cosnx B sinnx)

( cosn )sinnx

(cosn )
, ,
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(cosn )sinnx
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)سری فوریھ دوگانھ_فصل هفتم(بخش پنجم

١٤٤

سري فوریه دوگانه بخش پنجم : 
تا این قسمت هرآنچه گفته شد براي معادلات موج و گرما در حالت یک بعدي کاربرد دارد، اما براي حالت هاي دو 
بعدي باید از سري فوریه دو گانه استفاده کرد، البته این قسمت درسرفصل هاي آموزشی ریاضی مهندسی نیست و 

پردازیم :ن میبه آفقط براي آشنایی و بصورت مختصر در این بخش ازکتاب 

باشد.2متناوب با دوره تناوبf(x,y)فرض کنیم تابع

f (x ,y) f (x ,y ) f(x ,y)2 2    

:بسط فوریه با ثابت نگه داشتن

(y)
f(x ,y) (a (y)cosmx b (y)sinmx)

(y) (x ,y)cosmx dx

(y) (x ,y)sinmx dx

0

12
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m m
m

m

m

a

a f

b f





















  










:سري فوریه مربوط به هریک ضرایب

(y) (a cosny b sinny)

(y) (A cosny B sinny)

(x ,y)cosmxcosny dxdy

(x ,y) cosmxsinny dxdy

(x ,y)sinmxcosny dxdy

0

0

1

1

2

2

2

2

2
1

1

1

m
m mn mn

n

m
m mn mn

n

mn

mn

mn

a
a

A
b

a f

b f

A f

 

 

 

 

















 

 



  

  











 

 

(x ,y)sinmxsinny dxdy2
1

mnB f
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اگردقت کرده باشید محاسبات خیلی طولانی هستند اما درشرایط خاص محاسبات کمتراست یکی از شرایط (سري 
فوریه سینوسی و کسینوسی).

)صفرمیشودmnaتمام ضرایب به غیراز x ,y) f(x , y) f(x ,y)f     اگر :

f(x , y) cos cos

(x , y)cosmx cosny dxdy

1 1

2 0 0

4
mn

m n

mn

a mx ny

a f
 



 

 







 

می نامیم.f(x,y)سري فوق را سري فوریه کسینوسی دوگانه تابع

یکی دیگرازآن شرایط بصورت زیراست :

)شود صفرمیmnBتمام ضرایب به غیراز x ,y) f(x , y) f(x ,y)f     اگر:

(x, y) sin sin

(x,y)sinmx sinny dxdy

1 1

2 0 0

4
mn

m n

mn

f B mx ny

B f
 



 

 







 
سري فوق را سري فوریه سینوسی دوگانه تابع می نامیم.

(x,y)سري فوریه دوگانه تابعمثال :  sinxsinyf 0,رابراي 1 0 1y x   .بنویسید

)سري فوریه سینوسی x ,y) f (x , y) f (x ,y)f      

 

(x,y)sinm x sinn ydxdy

sinxsiny sinm x sinn y dxdy

cos(m n)x cos(m )x cos(n ) y dxdy

sin(m n) sin(m ) sin(n ) sin(n )

m

(x,y) sin sin

1 1

0 0
1 1

0 0
1 1

0 0

4

4
mn

mn

B f

m n n n

f B m x n

 

 

 

  
  



 



     

                 



 
 
 

1 1m n

y
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فصل هشتم : انتگرال فوریه

و خواص آنبخش اول : انتگرال فوریه

دوم : تبدیل فوریه و خواص آنبخش 

بخش سوم : تبدیل فوریه مشتق 

بخش چهارم : کاربرد تبدیل فوریه
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اول : انتگرال فوریه و خواص آن بخش
fو واضح استمیل کند به آن انتگرال فوریه می گوییمLبود، حال اگرlتا lدر سري فوریه بازه بین

متناوب نیست.دیگر

L)1
انتگرال فوریه

2(متناوب نباشد 

درشرایط زیرصدق کند :f(x)فرض کنیم تابع:قضیه (انتگرال فوریه)

lدرهربازه1) x l  .تکه اي هموار باشد

(2(x)f dx


همگرا باشد، یعنیfدر( , ).مطلقا انتگرال پذیرباشد

دراینصورت درهرنقطه پیوستگی، داریم :

f((انتگرال فوریه تا f(x) ( )cos x B( )sin x
0

A d    


 

( ) (t)cos t dt

( ) (t)sin t dt

1

1

A f

B f

 


 


















و درنقاط ناپیوستگی :

در قضیه، شرایط کافی هستند نه لازم.تذکر : شرایط ذکرشده

sinxبه عنوان مثال، تابع

x
شرایط قضیه را ندارد، ولی انتگرال فوریه دارد.

مثال : انتگرال فوریه تابع
,

(x)
,0

x
f

x

 



  


sinرا بدست آورده و با استفاده ازآن، مقدار
0

x
dx

x




را محاسبه کنید.

f

(x ) f(x )
(x) 2

f
f
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( ) (t)cos tdt cos sin

( ) (t)sin tdt sin

1 2

1 0

A f tdt

B f tdt









   
 

  




 



 

  

  

 

 
sin

f(x) A( )cos d cos
0 0

1 2x xd


    
 

 
   انتگرال فوریه

sin
(x) cos d

sin
, ( ) d

sinx sinx
( ) dx

sinx

0

0

0 0

0

2

0 0 2

2 2

2

f x

x f

x dx
x d

dx
x x

dx
x


 




  


  
 











 





   

    

  

 





 



(x)مثال : انتگرال فوریه تابع
0

0 0
xe x

f
x

 
 


را نوشته و بااستفاده ازآن حاصل انتگرال زیررا بیابید.

coskx x sinkx
dx

( ) e cos t dt
( )

( ) e sin t dt
( )

cos sin
(x)

( , ) , f(x) e

20

20

20

20

1
1 1

1
1

1
1

1
0

t

t

x

x

A

B

x x
f d

x

 
  


 

  
  


 



 

 








 


 



 


   









داریم :kبهxوxبهبنابراین با تغییرمتغیر
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cosk sink
(k) e

cosk sink

20

20

1

1

k

k

x x x
f dx

x
x x x

dx e
x





 







 






: انتگرال فوریه توابع زوج و فرد
تابعی زوج باشد آنگاه :fاگر

( ) (t)cos tdt f(t)cos

( ) f(t)sin dt

(x) A( )cos d (t)cos tcos xdtd

0

0 0 0

1 2

1 0

2

A f tdt

B t

f x f

  
 

 


     


 







  

 

 

 

 



  
می نامیم.fانتگرال فوق را انتگرال فوریه کسینوسی تابع

تابعی فرد باشد آنگاه :fبه همین ترتیب اگر

( ) (t)cos t dt

( ) (t)sin t dt (t)sin t dt

(x) ( )sin x d (t)sin tsin x dt d

0

0 0 0

1 0

1 2

2

A f

B f f

f B f

 


  
 

     






 



  

 

 

  



 

  
می نامیم.fانتگرال فوق را انتگرال فوریه سینوسی تابع

مثال : انتگرال فوریه تابع
,

(x) ,

,

1 1 0
1 0 1
0 1

x

f x

x

   

  
 

را محاسبه نموده و بااستفاده ازآن، مقدارانتگرال 

زیررا به دست آورید.

sin 3

0

x
dx

x
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( ) 0f A  تابعی فرد

( cos )
B( ) (t)sin t dt sin t dt

cos
(x) B( )sin d sin d

1

0 0

0 0

2 2 2 1

2 1

f

f x x


  

  


    
 



 


  


  

 

 

sin ( )
sin

sin ( ) sin x
(x)

sin ( ) sin( )
, ( )

sin ( )

2

0

2

0

2

0

3

0

4 2

4 2

1 1 4 2 21 12 2

2
4

xd

f d

x f d

d



 
 

 


 
 


 















 





   

 








با تغییرمتغیر :

sin
( dx)

sin
dx

3

0

3

0

2 22 2

4

x
x d dx

x

x

x










   

 





مثال : انتگرال فوریه تابع
,

(x)
,

1 1
0 1

x
f

x

  


را بدست آورید.

( ) 0f B  تابعی زوج

sin
( ) (t)cos t dt cos t dt

sin
(x) ( ) cos d cos

0 0

0 0

2 2 2

2

A f

f A x x d
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را بصورت زیر تعریف می کنیم :fانتگرال فوریه نمایی تابع:انتگرال فوریه نمایی

(x t)(x) (t) e

(x) ( ) e

( ) (t) e

1
2

1
2

i

i x

i t

f f dt d

f c d

c f dt










 




  

 





 





 



 




(x)مثال : انتگرال فوریه نمایی تابع e xf .را بدست آورید

( ) ( )

( ) (t) e

e e e e

e e
( )

(x) ( ) e

, ( )

0

0

0 1 1
20

2

1
2

1
2
1 1

2 1
1

1
1 11 1

i t

t i t t i t

i t i t

i x
i x

c f dt

dt dt

dt dt

e
f c d d

x z f
e



 

 









  

  
 




 



  



  



 

 



      

       

  


    



 

 

 

2

2

1

1

iz

iz

e
dz

z

e
dz

z e
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تبدیل فوریه و خواص آن بخش دوم :
در درس معادلات دیفرانسیل بخش عمده اي به تبدیل لاپلاس تعلق داشت. اگربه یاد داشته باشید هنرتبدیل لاپلاس 

تبدیل دراینجابسیار مفید بود،دیفرانسیلتبدیل معادلات دیفرانسیل به معادلات جبري بود، و براي حل معادلات
با مشتقات جزئی بکار می رود و درحقیقت معادلات دیفرانسیل با مشتقات فوریه نیزبراي حل معادلات دیفرانسیل 

جزئی را به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می کند و روش حل را کوتاهتر می کند. پس بصورت زیر شروع می 
انتگرال زیر : ،تبدیل فوریهکنیم به معرفی 

(x t)(x) (t) e
1

2
if f dtdx



  

 
  

قبل بررسی کردیم، آنرا بصورت زیربازسازي می کنیم (درصفحات بعد علت که انتگرال فوریه نمایی بود و درصفحه
این نوع بازسازي شرح داده می شود.)

(x) (t)e
1 1
2 2

i t i xf f dt e dx 

 

  

 

     

(t) e
1
2

i tf dt



 



 
  به این قسمت می گوییم تبدیل فوریه تابعf(t) و آنرا با( )F  نشان

به این ترتیب :می دهیم.

)fتبدیل فوریه معکوس( )F (f(x) ( )e
1
2

i xF d 





 

( )F را تبدیل فوریه تابعfنامیده و با نماد(f)F: نشان می دهیم

( ) F(f) (t) e
1
2

i tF f dt


 


  

)بنابراین با داشتن )F تابع ،fبا داشتن تابعوf ،( )F .قابل محاسبه است

1انتخاب ثابتتوجه :
2

اختیاري است و باهرثابت دیگري قابل تعویض است به شرطی که حاصلضرب این ثابت 

1برابرfو ثابت مربوط به تابع
2.شود

نکته : 
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زمانی وجود دارد که انتگرال رابطه زیر، وجود داشته باشد :fتبدیل فوریه تابع1)

( ) (t) e
1
2

i tF f dt


 


 

(x)به عنوان مثال، تابع ثابت kf ، وتابعf(x) exد.نتبدیل فوریه ندار

شرایط ذکرشده در قضیه انتگرال فوریه است.شرایط کافی براي وجود تبدیل فوریه، همان2)

,مثال : تبدیل فوریه تابع
f(x)

,

0
0 0
x x

x


  

را بدست آورید.

(f ) (t) e t e 20

1 1 1
2 2 2

i t i tF f dt dt 

   

  


    

f(t)مثال : تبدیل فوریه تابع h(t)e ktرا که درآن,
h(t) ,

,

1 0 00 0
t

k
t


  

است،را بیابید.

( )(f) h(t) e e ( )
0

1 1 1 1
2 2 2

kt i x k i tF e dt dt
k i

 

  

    


  

 

:جدول تبدیلات فوریه

( ) (f)F F (x)f

2
ae

a

 

(a )2 2
1 0

x a




(a i )

1
2 

,
(a )

0 0
0

axe x 




(a i ) (a i ) b

(a i )2
e e 

 

 
0

axe
b x c


 


2

41
2

ae
a


(a )

2 0axe  
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:تبدیل فوریه سینوسی و کسینوسی

)فوریه کسینوسیتبدیل  ( )):

f(x) (t) cos tdt cos
0 0

2 2
f xd  

 

  
  

 
 

)که ) (t)cos tdt
0

2
cF f 



 
  
 
تابعرا تبدیل فوریه کسینوسیf.می نامند

( ) F(f ) (t)cos t dt
0

2
cF f 




   

(x)تبدیل فوریه معکوس کسینوسی ( )cos x d
0

2
c cf F F  




 

)سینوسی تبدیل فوریه ( )):
بطورمشابه :

f(x) (t)sin t dt sin
0 0

2 2
f xd  

 

  
  

 
 

)که ) (t)sin tdt
0

2
sF f 



 
  
 
تبدیل فوریه سینوسی تابعf.می نامند

( ) (f) (t)sin tdt
0

2
s sF F f 




   

(x)تبدیل فوریه معکوس سینوسی  ( )sin xd
0

2
s sf F F  




 

کسینوسی تابعمثال : تبدیل فوریه 
,

(x)
,

21 1
0 1

x x
f

x

   


و با استفاده ازآن را به دست آورده

حاصل انتگرال زیررا محاسبه کنید.
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cos sin
cos30 2

x x x x
dx

x

 


حل :

( ) (t)cos tdt ( t )cos tdt

cos sin cos sin
( ) ( )

1 2
0 0

3 3

2 2 1

2 22 2

cF f  
 

     
   


  

  
  

 

ازطرفی، بنابه تعریف تبدیل فوریه معکوس داریم :

(x) F ( )cos d

cos sin
( )( ) cos d

cos sin
( )cos d

( )

cos sin
cos d

xcosx sinx
cos dx

0

1
30

30

30

30

2

2 22

4

1 1 1 312 2 4 4
3 4
4 2

3
2 16

cf x

x

x

x f

x
x

x

  


  
 

  
  

 
 

   


 















  




    


 


   











مثال : معادله انتگرالی زیررا حل کنید.

,

(x)sin xdx ,

,
0

0 1
1 1 2
0 2

f
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:جدول تبدیلات سینوسی فوریه
( ) (f)s sF F (x)f

1
a

1
x

)1

( )2
2

1


 xe)2

arctan
2

a




(a )0
axe

x




)3

( a)

2

4
3
22

aa
e



(a )
2 0axxe  

)4
2

2e





2

2
x

xe


)5

f(x)sin d ( )

(x) ( )sin d

(sinx xcos x)
sin d sin d

0

0

1 2

20 1

2

2 2 2

s

s

x F

f F x

x x
x

  

  


    
 









     





 



تبدیل فوریه و خواص آن)_فصل هشتم(بخش دوم

١٥٧

:فوریهجدول تبدیلات کسینوسی 
( ) (f)c cF F (x)f

( )2 2
2 a

a 
(a )0axe  

2

41
2

ae
a


(a )

3 0axe  

2

2e
2

2
x

e


cos( )
21

4 42 aa

 


cos (a )2 0ax 

cos( )
21

4 42 aa

 


sin (a )2 0ax 

: خواص تبدیل فوریه
(خاصیت خطی بودن (c f c f ) c F( f ) c F( f )1 1 2 2 1 1 2 21 F    

(خاصیت انتقال  F (f (t c)) e (f)2 i c F  

(ت مقیاس (عددحقیقی و مخالف صفر)  صیخا F (f (ct)) ( )
13 F
c c


 



تبدیل فوریه مشتق)_فصل هشتم(بخش سوم

١٥٨

تبدیل فوریه مشتق بخش سوم :
fرا داشتید، براي محاسبه تبدیل فوریهfیعنی اگرشما تبدیل فوریه تابع یاf  نیازي به محاسبه نیست، رابطه

، به ما می دهد.fرا براساس تبدیل فوریهfکه تبدیلات فوریه مشتقاتاي وجود دارد

)درfاگرتابع:قضیه , ) ،پیوسته و تکه اي هموارباشد، به علاوهf 0وقتیx همچنین ،
, ff : مطلقا انتگرال پذیرباشند، آنگاه

(n)

(f ) i F(f)

F (f ) (i ) (f)

F (f ) (i ) (f)

2

n

F

F

F







 

 





f(x)مثال : تبدیل فوریه xe
2x.را بدست آورید

(xe ) F( ( e ) ) ((e ) )

(i )F( e ) (i )( ) e e

2 2 2

2 2
2 4 4

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2 2 2

x x x

x

F F

i 
 

  

 


    


    

:تبدیل فوریه کانولوشن دو تابع
g,تابعکانولوشن (تلفیق، پیچش) دووري :یادآ fبه صورت زیرتعریف می شود : (نماد کانولوشن(است.

(x t)g(t) dt (t)g(x t) dtf g f f
 

 
     

)فرض کنیم:قضیه کانولوشن ) , F( )G  به ترتیب تبدیل فوریه,g f باشند. در این صورت، تبدیل
g,فوریه کانولوشن f: عبارت است از

F(f g) F( )G( )  

:کاربرد قضیه کانولوشن
g,محاسبه تبدیل فوریه توابع1) fفرمول ذکرشده.با استفاده از
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:حل معادلات انتگرالی به شکل زیر2)

f(x) h(x) (t)g(x t) dtf



  

g(x(t)مثال : معادله انتگرالی t)dt
21

2x
f e




 .راحل کنید

e
( )

2

21 2
2

2
x

F e






( (t) f(x t) dt)F f



 قضیه کانولوشن

F(f f ) F( ) F( ) F ( )

e e
F ( ) ( )

e
(x) F (F) F ( ) e

2 2

2

2

2

2 4
2

4
1 1

2 2

2
x

F

f

 



  

 

 



  

    

   

  

)اگر:اتحاد پارسوال ) , F( )G  به ترتیب تبدیل فوریه توابع,g f: باشند، آنگاه

(x)g(x) dx ( )G( )
1

2f F d  


 

 
 

:حالت هاي خاص اتحاد پارسوال

(x) g(x) (x) ( )
2 21

2f f dx F d 


 

 
   

)دراتحاد پارسوال، براي بازهنکته : , )0 از تبدیل هاي سینوسی و کسینوسی (به دلخواه) استفاده ،

می شود، یعنی :



تبدیل فوریه مشتق)_فصل هشتم(بخش سوم
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(f g) dx

(f g) dx

0 0

0 0

2

2
s s

c c

F G d

F G d







 

 

 

 

 

 

مثال : نشان دهید
(x )2 20 1 4

dx 


.

(x) g(x) (x)dx
(x )

2 2
2 2 20 0 0

1
1 1 c

dx
f f F d

x


  
    

   

( )
(x )

2
2 20 02 1 2 4c

dx
F e e d   

 
      
 از جدول تبدیلات فوریه

xفرض کنیم وقتی:قضیه  توابع ،fوf : به سمت صفرمیل کنند،دراین صورت

(f (x)) ( ) ( )2 2 0c cF F f 


   

:برهان

F (f ) (t)cos tdt

(t)cos t (t)sin tdt

( ) f(t)sint f(t)cos tdt ( ) F ( )

0

0

2 2
0

2

2
0

2 20 00

c

c

f

f f

f f




  


    
 







 

  
   

 
  
       

 







باشرایط قضیه قبل داریم ::قضیه

F (f ) ( ) ( )22 0s sf F  


  

)fمثال : تبدیل فوریه سینوسی مشتق تابع )f .را به دست آورید



تبدیل فوریه مشتق)_فصل هشتم(بخش سوم
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F (f ) (t)sin tdt

sin cos

(t)dt dv f(t) v

(f ) sin (t) f(t)cos tdt

( ) (t)cos tdt ( )

0

0

0

2

2
0

20

s

s

c

f

t u tdt du

f

F tf

f F




  

  


   








 

  
    

  
   

 

   






است با مضربی ازتبدیل فوریه کسینوسی.توجه داشته باشید تبدیل فوریه سینوسی مشتق برابر



کاربردهاي تبدیل فوریه)_فصل هشتم(بخش چهارم

١٦٢

چهارم : کاربردهاي تبدیل فوریه بخش
قبل ازمطالعه این بخش بهتراست ابتدا مطالب مربوط به فصل نهم را مطالعه کنید و سپس به بررسی این بخش 

بپردازید.

در سه مثال این مطلب را ارائه می کنیم ::بامقدارمرزي بااستفاده ازتبدیل فوریهحل مسئله 

مثال : معادله زیررا با شرایط داده شده حل کنید.

u , ,

, (x , ) e
2

0
0 0

t x x

x

u x t

u x u 

   

   

حل :

( , t) U 2
tU U    تبدیل فوریه(x,t)uبرحسبx

2

2 2 2

2

t

t

dU dU
U U U dt

dt U

LnU Lnc t U c e 

  



       

      

e)از جدول تبدیلات فوریه )

2

2
2 2 2 2 41

2
k

t t k x e
U e ce F

c k



 



    

e
( , ) F(u(x, )) F(e )

2

2 4
0 0

2
xU







   اعمال شرط اولیه



کاربردهاي تبدیل فوریه)_فصل هشتم(بخش چهارم

١٦٣

1از مقایسه دو رابطه بالا خواهیم داشت
1 4

k
t




. حال از طرفین رابطه دوم تبدیل فوریه معکوس میگیریم :

(x, t) ( )e
21

4 14 1 x
tu t


 

معادله دیفرانسیل معمولی دراین مثال هنرتبدیل فوریه این بودکه از معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی، یک 
شرایط اولیه توانستیم مقدارثابت را بدست را بدست آوردیم. ازUنسیل معمولی، ساخت، که با حل معادله دیفرا

بدست آمد.u(x,t)بصورت جواب خصوصی حاصل شد تبدیل فوریه معکوس گرفتیم تاUآورده و زمانی که

مثال : معادله زیررا حل کنید.

,

(x, ) ,

(x, ) ,

2 2

0 0
0
0 1 1
0 0 1

xx yyU U y

u x y

u x

u x

  

  

 

 

می گیریم :xبرحسبuرا تبدیل فوریهUحل : مانند مثال قبل

U(یک معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه دوم) 2 0yy U 
2 2 0m m     معادله مشخصه

( , y) c c

( )

1 2

1

y y

y

U e e

U ce

 



 



  



( )

( )

( , t) ce

( , )

( , t) .

(e ) , ( , t)

2
2

2

2
22

2
2

2
2 2

4

4

1 4
4 4

1 4
4 4

20
2
1 1
2 2

2 2

t

t

t

t

k
k x

U
e

c
e

U

U e e e

e e
F U

k
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u(x , ) ,0 1 1x  شرط اولیه

sin
( , ) F( )

20 1U



 

  تبدیل فوریه

( ) sin
( , ) ce

sin
*

sin
( ) (t)

0 20

2

21 1

y

U c c

U e

F f








 


 


 





   



  



ما می بسیار سخت است، امعکوس فوریهبدست آید، تبدیل uرا بنویسیم تاحال باید تبدیل معکوس فوریه
توان ازکانولوشن استفاده کرد، سمت راست رابطه را بصورت ضرب دو تبدیل فوریه می نویسیم سپس اگرتبدیل 

پس :ولوشن تبدیل فوریه معکوس آن دو. معکوس فوریه رابراي آنها بنویسیم برابرمیشود با انتگرال کان

sin

sin
( ) (t)

( ) (t) y ( )2 2 2 2

2

21 1

1 2 1
2

y

y

U e

F f

e
F g

x y y x y






 


 










  

  
 

u(x, t)
( )

1
2 21

2 dt
y

x t y 


 قضیه کانولوشن

مانندعدد ثابت است. yاین انتگرالدر

y( arctan )
12 1

1
x t

y y





(arctan arctan )
2 1 1x x

y y
 

 

مثال : مسئله پخش نامتناهی زیررا حل کنید.

, ,0 0t xxu u x t    



کاربردهاي تبدیل فوریه)_فصل هشتم(بخش چهارم

١٦٥

, 0 t    (ثابت)( ,t) c0u 

(x, ) ,0 0 0u x  

تبدیل سینوسی یا کسینوسی استفاده می کنیم. مااز تبدیل سینوسی استفاده می چون نیم دامنه داریم درنتیجه از
).xکنیم : (برحسب

(u) U(t)

(x, ) U( , )

2 2

0 0 0
s

dU
F U c

dt
u

 




    

 

بنابراین باید معادله دیفرانسیل معمولی زیررا حل کنیم (چون خطی است احتیاج به عامل انتگرال ساز داریم).

, ( , )

(t) e

( a )

2 2

2 2 2

2

0 0

2 0 0

2 2 1

dt
t

t t t

dU
U c U

dt

e

c
U e ce dt a e

 

  

  





  

 

  

 

 
     

 


)جواب عمومی به دست آمد، حال با استفاده ازشرط اولیه , )0U : جواب خصوصی رامی یابیم

( )( a e )
2

0
2 1 tc

U 

 


( , ) ( )( a ) a

( , t) c ( )

U(x , t) F (U( , t))

2

0 0

1

20 0 1 0 1

2 1 t

c
U

e
U




 


 







      








١٦٦

عادلات دیفراسیل با مشتقات جزئیفصل نهم : م

بخش اول : مفاهیم اولیه و حل برخی از معادلات دیفراسیل جزئی ساده

متعارف آنهابخش دوم : طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و شکل 

بخش سوم : حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغییرها



شکل متعارف آنها)طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و _فصل نهم(بخش دوم

١٦٧

از معادلات دیفراسیل جزئی ساده بخش اول : مفاهیم اولیه و حل برخی
,...به عنوان تابع مجهول و متغیرهايu: هرمعادله شاملمشتقات جزئیمعادله دیفرانسیل با  , ,z y x به

,...نسبت به متغییرهاي uعنوان متغییرهاي مستقل ومشتقات جزئی  , ,z y x سپس بطور کلی شکل یک
معادله دیفراسیل با مشتقات جزئی بصورت زیراست :

(x, y,z,..., u ,u ,u ,..., u ,u ,...) 0x y xx yyf 

2مثال : معادله موج یک بعدي بصورت
tt xxu c u یک معدله دیفراسیل با مشتقات جزئی است همچنین معادلات

زیر ازاین نوع می باشند :

2معادله گرماي یک بعدي               
t x xu c u

0xxمعادله میله مرتعش yyu u 

2معادله میله مرتعش                 0tt xxxxu c u 

مبحث مطالب زیررا ارائه می دهیم :از مفاهیم مقدماتی این 

بالاترین مشتق موجود در معادله.:مرتبه

.بزرگترین توان از بالاترین مشتق موجود:درجه

مثال : درمعادلات زیرمرتبه و درجه را مشخص می کنیم : 

2مرتبه چهار، درجه یک  0tt xxxxu c u الف)

2مرتبه دوم، درجه یک  
tt xxu c uب)

، غیرخطی و مشتقات جزئی آن از درجه یک باشند. معادله اي که خطی نباشدuمعادله اي که :خطیمعادله
می گوییم.

معادله اي که تنها نسبت به بالاترین مرتبه موجود، خطی باشد.: معادله شبه خطی

مثال : درمعادلات زیرمرتبه، درجه وخطی بودن یا نبودن را مشخص کنید.



شکل متعارف آنها)طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و _فصل نهم(بخش دوم

١٦٨

2مرتبه دوم، درجه یک، خطی 
t xxu c uالف)

3مرتبه دوم، درجه یک، غیرخطی، شبه خطی
x xxuu u x ب)

u(....,x,y)توابعی نظیرجواب معادله : u.که درمعادله صدق می کنند

xمعادله  yu u: داراي جواب هاي زیراست

, cos(x y) , u e ,... u F(x y)x yu x y u        

دراین قسمت برخی از معادلات دیفرانسیل هاي جزئی را :دلات دیفراسیل جزئی سادهاحل برخی از مع
:توجه کنیدزیربه معادلات دیفرانسیل هاي معمولی تبدیل می کنیم و سپس آنها را حل می کنیم، به مثال هاي 

0xxuمثال : معادله .را حل کنید

x0xxuانتگرال برحسب 

(y)dx (y) g(x)u f xf  انتگرال برحسبx

23yxل : معادلهمثا yx u u y  .را حل کنید

حل : معادله را بصورت زیرمرتب می کنیم :

(z u) y33u

y x

 
 

 

(x u y (x) (ux) y (x)3 3u
f f

y x x

  
     

  
انتگرال برحسبy

 (y) (x) u (x) G(x)3 3 1
ux xy G F y F

x
        انتگرال برحسبx

15دلهامثال : مع 0xx xy yyu u u  .را حل کنید

mxحل : فرض کنیم جواب به شکل nyu e .باشد

(m mn ) m mn

(m n)(m n) m n , m n

2 2 2 28 15 0 0 8 15 0
3 5 0 3 5

mx ny mx nyn e e n       
       





شکل متعارف آنها)طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و _فصل نهم(بخش دوم
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(y x) (y x)u , (y x),G(y x)

u F(y x) G(y x)

3 3
1 2 3 5

3 5
n ne u e F      

    

کاربرد ندارد، اما می توان با این روش و در این روش براي حل تمام معادلات با مشتقات جزئی:روش دالامبر
برخی معادلات، محاسبت را کمتر و ساده تر کرد.

2)موج یک بعديمثال : مطلوب است حل معادله (
tt xxu c u.

,x ct x ct    

u u u

t t t

 
 

    
    

    
مشتق زنجیره اي

( ) ( )

c ( )

2

2

2 2 2
2

2 22

tt

u u u u
u

t t t t t t

u u u

 
 

   

       
     
       

  
  
   

به هین ترتیب :

u u u u u

x x x

 
   

      
     

      

( ) ( )

c ( )

2

2

2 2 2
2

2 22

u u u u

x x x x x x

u u u

 
 

   

       
    

       

  
  
   

c ( )
2 2 2

2
2 22u u u

   
  

  
   

جایگذاري درمعادله 

( ) G( )u F    دوبار انتگرال برحسب, 
2

0u

 


 
 

, (x ct) G(x ct)x ct x ct u F         

تذکر: درحالت هاي کلی، هرمعادله با مشتقات جزئی را نمیتوان به روش دالامبرحل کرد.

c ( )
2 2 2

2
2 22u u u
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خطی مرتبه دو و شکل متعارف آنها بخش دوم : طبقه بندي معادلات 
یک معادله خطی مرتبه دوم به شکل کلی زیرمی باشد : :معادلات خطی مرتبه دوم

xx xy yy x yAu Bu Cu Du Eu Fu G     

,توابع , , , ,A B C D E Gبرحسب,y x.می باشند

با همین ترتیب به ذهن بسپارید،چون درمطالب آتی ن حروف درشکل کلی معادله بالا،: نحوه کنارهم قرارگرفتتذکر 
قراراست فرمول هایی ازاین شکل کلی ارائه شود.

0Gاگر .باشد معادله را همگن

0Gواگر   را ناهمگن می گوییم.باشد معادله

:طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو
اگر :

AC2الف)   4 0B  .باشد معادله را هذلولی وارمی نامیم

AC2ب)   4 0B  .باشد معادله را بیضی وار میخوانیم

AC2پ)   4 0B  .باشد معادله را سهمی وار است

اهمیت اینکه بدانیم هریک ازمعادلات خطی مرتبه دواز چه نوع است در این موضوع می باشد که براي هرقسمت 
یک راه حل خاص وجود دارد.

مشخص کنید.مثال : نوع معادلات زیررا
2

tt xxu c uالف)

,هذلولی وار , C AC C2 2 20 1 4 4 0A C B B        

2
t xxu c uب)

,سهمی وار , C AC2 20 0 4 0A C B B      



شکل متعارف آنها)طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و _فصل نهم(بخش دوم
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y)مثال : معادله x)
2 2 2

2
2 22 0y xu u u

e e
x x y y

   
  

   
، معادله ازنوع سهمی واراست :

(y x)

(y x) (y x)

, , C

AC ( )( )

2

2 2 2

1 2
4 4 4 1 0

y xA B e e

B e e

 

 

  

   

:شکل متعارف (کانونی) معادله

شکل کلی معادله پس از اعمال تغییر مناسب درحل معادله موج به روش دالامبر، معادله اي که شکل متعارف : 
متغییرها به دست آمد، شکل متعارف معادله بود.با اعمال تغییر 

2
0u

 



  

را معادلات مشخصه می گوییم.براساس شکل کلی زیر، معادلات : معادلات مشخصه

xx xy yy x yAu Bu Cu Du Eu Fu G     

2

2

4
2

4
2

dy B AC
B

dx A

dy B B AC

dx A

 
 


  

ازحل معادلات مشخصه، جواب هایی به شکل زیرحاصل می شود :

(x,y) c , (x,y) c1 1 2 2f f 

که با استفاده از آن، تغییرمتغییرمناسب براي معادله، بصورت زیر خواهد بود :

(x,y) , (x,y)1 2f f  

:مراحل حل معادله
,حل معادلات مشخصه و به دست آوردن 1) .

,استفاده از قاعده زنجیره اي و بازنویسی معادله برحسب 2) .(نوشتن شکل متعارف)

,انتگرال گیري برحسب 3) وبه دست آوردنu.



شکل متعارف آنها)طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و _فصل نهم(بخش دوم
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(این مراحل همان مراحل روش حل دالامبراست)

قراردهید :درنوشتن شکل متعارف، نکات زیررا مورد توجه 

الف) اگرمعادله هذلولی وارباشد.

اولین شکل متعارف :
u F 

1Fتابعی ازu, , و مشتقات آن برحسب, .

متغییرهايبا تغییر    و   : دومین شکل متعارف

2u u F  

2Fتابعی ازu, , ومشتقات آن برحسب, می باشند.

3مثال : مطلوب است حل معادله  2xx xy yyu u u x  .

,هذلولی وار     , 21 3 2 4 1 0A B C B AC       

2 2 23 1
2 1

dy
y x y x

dy dx
dydx

y x y x
dx





         
      


( )u d g       انتگرال برحسبu  

 ( ) ( ) F( )
2

2u g d G


         انتگرال برحسب

(y x)(y x)
(y x) G(y x)

22 22u F
 

     

ب) اگر معادله سهمی وار باشد :

xرا ازمعادله مشخصه به دست آورده و دومی را به صورت یکی ازمتغییرهاي جدید، مثلا   یاy 
درنظرمیگیریم. بنابراین : 



شکل متعارف آنها)طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و _فصل نهم(بخش دوم

١٧٣

شکل متعارف : 

3u F 

y)مثال : شکل متعارف معادله x)
2 2 2

2
2 22 0y xu u u

e e
x x y y

   
  

   
بدست آورید.را 

2سهمی وار          4 0B AC  

, ,

2
2
y x

y x y x y x

x y x y

dy e
e e dy e dx e e c

dx

e e c e e x 


    

   

        

     

اگر قاعده مشتق زنجیره اي را به کارببریم شکل متعارف معادله به صورت زیرخواهد بود :
2 22 0 2u e u u e u 

   
     

ج) اگرمعادله بیضی وارباشد :

,مانند حالت الف) عمل می کنیم. بعد ازانتخاب  : شکل متعارف به شکل زیراست ،

4u u F  

,  مختلط: تغییرمتغییرمجدد به شکل زیراعمال می کنیم

,2 2i

   
 

 
 

2معادله مثال : شکل متعارف  17 0xx xy yyu u u  .را بنویسید

2بیضی وار             4 64 0B AC   

2 64 2 8 1 42 2
dy i

i
dx

  
   



شکل متعارف آنها)طبقه بندي معادلات خطی مرتبه دو و _فصل نهم(بخش دوم

١٧٤

( i)x y ( i)x

( i)x y ( i)x

,

1 4 1 4 1 4

1 4 1 4 1 4

42 2

dy
i y

dx
dy

i y
dx

y x x
i





   
 

        

        

 
    

حال اگر قاعده مشتق زنجیره اي را با این متغییرهاي جدید به کار ببریم، خواهیم داشت : 

0u u  



حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغیرها)_فصل نهم(بخش سوم

١٧٥

بخش سوم : حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغییرها
:حل معادله به روش جداسازي

: مراحل حل
uنوشتن جواب به صورت 1) XY یاu XY Z(برحسب اینکه معادله، دو یا سه متغییردارد)

جایگذاري جواب فوق درمعادله و تبدیل آن به یک دستگاه معادلات معمولی و حل این دستگاه.2)

0xمثال) معادله  yu u را با شرط(x, ) 20 xeحل کنید.

,x yu XY u X Y u XY    

)                      (عددي ثابت استX Y
X Y XY

X Y
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(x y) (x y)

x

( )
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(x, )

, (x, y)

2 2
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1 2

x x

x y

u XY e ce

u e ce e

c u e

 





 



   

  

    

زیر است :شکل کلی یک معادله موج یک بعدي به صورت: حل معادله موج یک بعدي
2

tt x xu c u

طول است) به صورت زیراست :lدر شرایط مرزي، یعنی درنقاط ابتدا و انتها (

( ,t) ( ,t)0 0u u l 

)( ,t)0u انحراف سیم درزمانt و  0ونقطه( ,t)u l( انحراف سیم درانتها

و شرایط اولیه را می نویسیم :



حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغیرها)_فصل نهم(بخش سوم

١٧٦

(x, ) g(x)

(x, ) f(x)

0
0

tu

u

 
 

(روابط صفحه قبل را با یک مثال ملموس ارائه می کنیم) 

داده شده، این سیم را بطوري از ابتدا و انتها محکم به جایی می بندیم lطولل : فرض کنید یک سیم سنتوربهمثا
که به اصطلاح اصلا شکم ندهد(یا درفیزیک اینگونه شرح می دهند : نیروي کشش نخ آنقدر زیاد است که نیروي 

).جاذبه براي آن بسیارناچیزاست

این سیم همگن است (جرم به صورت یکنواخت درنظر می گیریم،lنقطه ابتداي این سیم صفر و نقطه انتها را
توزیع شده است.) این سیم با کوچکترین حرکتی دچار ارتعاش می شود. 

حال اگراین سیم را مرتعش کنیم با توجه به خاصیت میرایی بعداز لحظاتی ازارتعاش می افتد. هدف روابط صفحه 
پیدا کنیم. روابط شرایط tط این سیم را درلحظه قبل این است که پس از شروع ارتعاش بتوانیم مکان تک تک نقا

مرز درصفحه قبل این را می گوید که نقطه ابتدا وانتها درهرزمانی مرتعش 

نمی شوند( البته اگرنیرو قائم باشد).

مثال : معادله زیررا با شرایط داده شده حل کنید.

, x , t
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).tو دیگري برحسبxضرب دوتابع باشد : (یکی برحسبuحل : فرض می کینم 

,

,

2

t tt

x xx

u XT u XT u XT

u X T u X T

T X
XT X T

T X


    
  

 
     

2 2 0m m i    2معادله مشخصه 2 0X
X X

X
 


    

ازاطلاعات معادلات دیفرانسیل استفاده می کنیم و جواب بدست می آید :



حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغیرها)_فصل نهم(بخش سوم

١٧٧

cos sin1 2X A x A x  

به همین تریتب :

cos sin

( cos sin )( cos sin )

u( , t) ( cos sin )
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u (
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  اصل برهم نهی
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nBnحال فرض می کنیم  nb ازمقایسه با سري فوریه سینوسی تابع ثابت ،k: داریم

sinnx sin ( cosn )

B ( cosn )

01

2 2 1
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n n
n

n

k b b k nxdx
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u (A cosn ( cosn )sinn ) sinnx
1

2 1n
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t t
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u(x, ) x x sinnx
1

0 n
n

A




  

f(x)با درنظرگرفتن سري فوریه سینوسی تابع  x: داریم



حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغیرها)_فصل نهم(بخش سوم

١٧٨

 

u(x, ) x x cos sin cos

sin
( cosn )sinn cos

1

2
1

2 20

2 1

n
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n n A n
n n

nx
u t n nt

n

  

 










      

   





شکل کاي بصورت زیراست :: معادلات انتشارگرما

c2 2u
u

t


 



u دما دروضعیت(x,y,z) درون یک جسم درزمانt

c2(ثابت نفوذ) ثابت فیزیکی

درحالت یک بعدي(سیم یا میله همگن) :

c
2

2
2

u u

t x

 


 

( ,t) u( ,t)0 0u l  دماي دوانتهاي میله، صفر

(x, ) (x)0u f دماي اولیه

دراین صورت، حل معادله زیرمورد نظرخواهد بود :

c , ,
2

2
2 0 0u u

x l t
t x

 
   

 

( , t) u( , t) ,

(x, ) (x) ,

0 0 0
0 0

u l t

u f x 
  
  

مثال : مطلوب است حل معادله زیر :

c , ,

( , t) u( , t) ,

(x, ) sin ,

2
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2 0 0

0 0 0
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u u
x t

t x
u t

u x x






 
   

 
  
  



حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغیرها)_فصل نهم(بخش سوم

١٧٩

cos sin

( cos sin )C
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(x, ) sinx sin sin , sin

2 2

2

2 20 1 1

c t

c tu CA x CA u e x



 



       

: مساله انتشار گرما براي یک میله با طول نامتناهی
شکل کلی : 

c ;2 2u
u x

t


     



(x, ) (x) ;0u f x   درجه حرارت اولیه درمیله

(x,t)با درنظرگرفتن جوابی به شکل (x)G(x)u F بررسی مسئله و جایگذاري آن در معادله، نهایتا خواهیم
دید که مسئله داراي جوابی به صورت زیراست : 

(x, t) (a( )cos x b( )sin x)
2 2

0
c tu e d    

  

( ) (x)cos xdx

( ) (x)sin xdx

1

1

a f

b f

 


 

















مثال : درجه حرارت دریک میله نامتناهی را بیابید، درصورتی که :



حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغیرها)_فصل نهم(بخش سوم

١٨٠
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( ) xsin xdx cos sin

sin
( cos )

1
1

20
0

2 2 1

2

x
b x x   

   



 

      

 



sin
(x, t) ( cos )sin x

2 2

0

2 1 c tu e d
  

  

   

:معادله لاپلاس
مثال : معادله زیررا با شرایط داده شده حل کنید.
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( , y) u( , y) u(x, ) , ,
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استفاده قراردهیم خواهیم داشت :حال اگرسه شرط اول را همراه با اصل برهم نهی مورد



حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به روش جداسازي متغیرها)_فصل نهم(بخش سوم

١٨١
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و مقایسه طرفین داریم :kحال با استفاده ازسري فوریه سینوسی تابع ثابت 
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